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1 Êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà ñèñòåì ñïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö1.1 Îñíîâíûå îñîáåííîñòè �îðìàëèçìà áîëüøîãî êàíîíè-÷åñêîãî àíñàìáëÿÂ îòëè÷èå îò êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ÷òîáû çàäàòü ìèêðîñîñòîÿíèå áîëüøîãî êàíî-íè÷åñêîãî àíñàìáëÿ (äàëåå ÁÊÀ), íåîáõîäèìî óêàçàòü, ñêîëüêî ÷àñòèö N ïðèñóòñòâóåòâ ñèñòåìå, è çàäàòü ñîñòîÿíèå n âñåõ ýòèõ ÷àñòèö (íàïðèìåð, äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö,èìïóëüñû è êîîðäèíàòû, n ≡ {qi, pi})N
i=1, è, òåì ñàìûì, ýíåðãèþ ñèñòåìû â äàííîììèêðîñîñòîÿíèè, EN,n.Âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè äàííîãî ìèêðîñîñòîÿíèÿ ðàâíà

ρN,n =
1

Θ

1

N !
exp

„

µN − EN,n

kT

«

.Çäåñü âåëè÷èíà EN,n îáîçíà÷àåò ýíåðãèþ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè, êîãäà â ñèñòåìå ïðè-ñóòñòâóåò N ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè n; êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Θ íàçûâàåò-ñÿ ñòàòñóììîé ÁÊÀ è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè íà åäèíèöó,
P

n,N ρN,n = 1. Ìíîæèòåëü 1/N ! ââåäåí, ÷òîáû ó÷åñòü íåðàçëè÷èìîñòü ÷àñòèö â êëàñ-ñè÷åñêèõ ñèñòåìàõ; â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì �îðìàëèçìå, ãäå ýòà íåðàçëè÷èìîñòü ó÷è-òûâàåòñÿ èíûì ñïîñîáîì, åãî ñëåäóåò îïóñêàòü.Ïðîñòûì ïðèìåðîì êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû â ÁÊÀ ÿâëÿåòñÿ âîçäóõ âíóòðè îòêðûòîãîñîñóäà, íàõîäÿùèéñÿ â ðàâíîâåñèè ñ àòìîñ�åðíûì âîçäóõîì.Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû �îðìàëèçìà ÁÊÀ ìîæíî íàéòè â êëàññè÷åñêîé êíèãå [1℄.Îòäåëüíûå çàäà÷è ïî ýòîé òåìàòèêå ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â [2℄.Áîëüøèíñòâî çàäà÷ è âîïðîñîâ, ïîñâÿùåííûõ êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì â ðàìêàõ ÁÊÀ,äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü �èçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû. Ïðîèëëþ-ñòðèðóåì ýòî ïðèìåðàìè.Çàäà÷à K1. Ñîñ÷èòàéòå ñòàòñóììó Θ è áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
Ω èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå. Âûðàçèòå îòâåò÷åðåç îäíî÷àñòè÷íóþ ñòàòñóììó. Âûðàçèòå îòâåò äëÿ Ω ÷åðåç äàâëåíèå è îáúåì ãàçà;÷åðåç åãî ñðåäíþþ ýíåðãèþ.�åøåíèå:Íà÷íåì ñ îäíî÷àñòè÷íîé ñòàòñóììû Θ1, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ âñåâîçìîæ-íûå ñîñòîÿíèÿ îäíîé ÷àñòèöû èäåàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ãàçà,
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= exp(eµ/kT Θ1). (1)Êàê è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå, áîëüøîé òåðìîäèíàìè-÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω = −kT lnΘ ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ î âñåé ðàâíîâåñíîéòåðìîäèíàìèêå ñèñòåìû,

dΩ = −SdT − PdV − Ndµ.Âû÷èñëÿÿ îòñþäà äàâëåíèå P = −(∂Ω/∂V )T,µ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
Ω = −PV = −2E/3.2



Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî �îðìóëà (1) ñïðàâåäëèâà äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî ãà-çà, ñîñòàâëåííîãî èç ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûìè îäíî÷àñòè÷íûìè ñòàòñóììàìè, â òîì ÷èñ-ëå äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ íåêâàíòîâûõ ÷àñòèö, êëàññè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ìíîãî-àòîìíûõ ãàçîâ, òðàäèöèîííî îáñóæäàåìûõ â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå.Çàäà÷à K2. Âûðàçèòå ÷åðåç ñòàòñóììó áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñðåäíþþýíåðãèþ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû.�åøåíèå:
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, ãäå β ≡ 1/(kT ). (2)Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü äàííîãî âûðàæåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòñóììû ëèøüäîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì EN,n. Òàê êàê âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû ñî-äåðæèò exp(β(µN − En)), åñëè ïðîäè��åðåíöèðîâàòü åãî ïî β ïðè �èêñè-ðîâàííîì µ, ëåãêî ïðåâðàòèòü Θ â òàêîé ÷èñëèòåëü:

< E >= − 1

Θ

„

∂Θ

∂β

«

µ/kT

= −
„

∂ ln Θ

∂β

«

µ/kT

,Èíûìè ñëîâàìè, ñòàòñóììà îáëàäàåò ïðîèçâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè.Èñïîëüçóÿ ðàçîáðàííûå ïðèìåðû, ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäóþùèå íåñêîëüêî çà-äà÷.Çàäà÷à K3. Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå ìîëåêóëû âîçäóõà ïîêèíóò îäèíêóáîìåòð ïðîñòðàíñòâà âîêðóã âàøåé ãîëîâû.Ïðèìå÷àíèå: Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ñòàòñóììó, ïîëüçóÿñüîïðåäåëåíèåì äëÿ ρN,n. ×èñëåííîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåé ïðîùå âñåãî îöåíèòü, ó÷èòûâàÿåå ñâÿçü ñ ïîòåíöèàëîì Ω, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîïîðöèîíàëåí äàâëåíèþ è îáúåìóãàçà (ñì. çàäà÷ó K1).Çàäà÷à K4. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è K1 è âû÷èñëÿÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçàäàâëåíèå P (T, V, µ) è ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö N(T, V, µ), óáåäèòåñü, ÷òî èäåàëüíûé ãàç âáîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà - Ìåíäåëååâà.Çàäà÷à K5. ×åìó ðàâåí õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èäåàëüíîãî ãàçà ñ èçâåñòíîé îäíî-÷àñòè÷íîé ñòàòñóììîé? Çàäàíà òåìïåðàòóðà ãàçà, êîíöåíòðàöèÿ è îáúåì.Çàäà÷à K6. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå õèìïîòåíöèàëà äëÿ èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãîãàçà ìàññû m ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå? Ïðîâåðüòå ðàçìåðíîñòü Âàøåãî îòâåòà.Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîððåêòíîå èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ �õèìïîòåíöèàë� âû-çûâàåò çàòðóäíåíèÿ ó îáó÷àþùèõñÿ â ñâÿçè ñ çàáëóæäåíèÿìè, ðàçîáðàííûìè â ñëåäó-þùåé çàäà÷å.Çàäà÷à K7. Ïî÷åìó â îòâåò äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èäåàëüíîãî ãàçà èç çàäà÷èK6 âõîäèò ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, âåäü ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó? Êàêîáúÿñíèòü àñèìïòîòèêó ~ → 0 äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èäåàëüíîãî ãàçà?Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî ìîæíî âñòðåòèòü óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî õèìïîòåíöèàë ÷èñ-ëåííî ðàâåí �ðàáîòå, êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàòðàòèòü, ÷òîáû äîáàâèòü â ñèñòåìó îäíó÷àñòèöó�. Îäíàêî, åñëè ÷àñòèöû ãàçà íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, äîáàâëåíèå÷àñòèöû â ñèñòåìó íå òðåáóåò óñèëèé. ×åì æå îáúÿñíèòü, ÷òî õèìïîòåíöèàë èäåàëüíî-ãî ãàçà íåíóëåâîé?�åøåíèå:Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ Θ1, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âåðíóþðàçìåðíîñòü è ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîé òåîðèè â ïðåäåëå ~ → 0 ñ3



êëàññèêîé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè ýòîì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èäåàëüíîãî ãàçàîáðàùàåòñÿ â −∞, îäíàêî, ýòî íèêàê íå âëèÿåò íà �èçè÷åñêèé ðåçóëüòàòêëàññè÷åñêîé òåîðèè, à ëèøü ñäâèãàåò âñå âû÷èñëÿåìûå ýíåðãèè íà îäíó èòó æå, ïóñòü è áåñêîíå÷íóþ, âåëè÷èíó. Íàïîìíèì, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñëâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èìååò ëèøü ðàçíîñòü ýíåðãèé. Ôèçè÷åñêè æå êîð-ðåêòíîå ðàññìîòðåíèå ñëàáîíåèäåàëüíûõ ëèáî êâàíòîâûõ ãàçîâ èñïðàâëÿåòîïèñàííóþ ñèòóàöèþ.Îïðåäåëåíèå õèìïîòåíöèàëà êàê ðàáîòû ïî âíîñó ÷àñòèöû â ñèñòåìó íåâåðíî, åñëè íå îãîâîðèòü ñïîñîá âíåñåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
dE = TdS − PdV + µdN ⇒ µ =

„

∂E

∂N

«

S,N

≈ ∆E

∆N
.Ïðè ∆N = 1 âåëè÷èíà ∆E èìååò ñìûñë èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû (ðàáî-òû ïî âíîñó ÷àñòèöû), íî óñëîâèå S = onst îçíà÷àåò, ÷òî âíîñèòü ÷àñòèöûñëåäóåò íå èçìåíÿÿ ýíòðîïèþ ñèñòåìû. Âäîáàâîê, ðàñìîòðåííîå ðàâåíñòâîèìååò ñìûñë ëèøü â òåðìîäèíàìè÷åêîì ðàâíîâåñèè. Ïîýòîìó ìîæíî ñêà-çàòü, ÷òî õèìïîòåíöèàë - ðàáîòà ïî âíîñó ÷àñòèöû â ñèñòåìó è åå òåðìî-ñòàòèðîâàíèþ.Âíîñ æå íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû â ìàêñâåëëîâñêèé ãàç (ñïîñîá, íå òðåáóþùèéçàòðàò ðàáîòû) ïîâëå÷åò (â õîäå ïîñëåäóþùåãî òåðìîñòàòèðîâàíèÿ) ïåðåäà-÷ó âíåñåííîé ÷àñòèöå ýíåðãèè îò äðóãèõ ÷àñòèö, ÷òî áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿèçìåíåíèåì ýíòðîïèè ñèñòåìû.

Ê çàäà÷å K8
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îáû÷íî âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ, òàêêàê òåáóåò óìåíèÿ ïðîêâàíòîâàòü âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà.Çàäà÷à K8.Âû÷èñëèòå â ÁÊÀ ñòàòñóììó èäåàëüíîãî ãàçà, ìîëåêó-ëû êîòîðîãî ñîñòîÿò èç äâóõ îäèíàêîâûõ àòîìîâ. Ñ÷èòàòü,÷òî ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè

Ox è Oy, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå, èçâåñòåí è ðàâåí I ; âðà-ùåíèå âîêðóã Oz îáëàäàåò ïðåíåáðåæèìî ìàëûì ìîìåí-òîì. �àññìîòðèòå ïðåäåë ~
2/(2I) << kT .�åøåíèå:.Î÷åâèäíî, îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü � âû÷èñëèòü îäíî÷àñòè÷íóþ ñòàòñóììó òà-êîãî ãàçà,
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√
2πmkT )3

h3
·

∞
X

K=0

(2K + 1) exp

 

− ~
2K(K + 1)

2IkT

!

,âòîðîé ìíîæèòåëü � âðàùàòåëüíàÿ ñòàòñóììà; ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ ~
2K(K +

1)/(2I) îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâûì ÷èñëîì K, (2K + 1) � âûðîæäåíèå ïî íà-ïðàâëåíèÿì ìîìåíòà âðàùåíèÿ. Ïðè kT >> ~
2/(2I) ≡ kTBP ñóììó ïî Kìîæíî ïðèáëèçèòü èíòåãðàëîì,

2

Z

dKK exp(−~
2K2/(2IkT )) = T/TBP .Äîïîëíèòåëüíî ó÷òåì íåðàçëè÷èìîñòü äâóõ àòîìîâ â ìîëåêóëå, ðàçäåëèâîòâåò äëÿ Θ1 íà äâà. Îêîí÷àòåëüíî

Θ = exp

 

eµ/kT (
√

2πmkT )3

h3

T

2TBP

!

, TBP ≡ ~
2

2Ik
.4



Çàäà÷à K9. �àáîòàÿ â ðàìêàõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, âû÷èñëèòå ìî-ëÿðíóþ òåïëîåìêîñòü CV äâóõàòîìíîãî ãàçà.Ïðèìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âû÷èñëÿòü ìîæíî äâà ðàçíûõ îáúåêòà, CV,µ è
CV,N . Êàêîé èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòè? Â êàêîì ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿèçâåñòíûé îòâåò 5R/2?

Ê çàäà÷å K10
�àññìîòðèì òåïåðü ìåòàëëè÷åñêóþ êðèñòàëëè-÷åñêóþ ðåøåòêó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â òåðìîäèíà-ìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñ ìîëåêóëÿðíûì âîäîðîäîì.Ñèñòåìà òåïëîèçîëèðîâàíà. Èçâåñòíî, ÷òî ïîäëå-òàÿ ê ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà, ìîëåêóëÿðíûé âîäî-ðîä îêàçûâàåòñÿ â ñèëüíîãðàäèåíòíûõ ýëåêòðî-ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, êîòîðûå ðàçðûâàþò åãî. Îá-ðàçîâàâøèåñÿ àòîìû âîäîðîäà ïðîíèêàþò âíóòðüêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ìåòàëëà, îáðàçóÿ â ååìåæäîóçëèÿõ ãàç êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ. Åñëèàòîìàðíîãî âîäîðîäà â ìåòàëëå ñëèøêîì ìíîãî,èçáûòîê âûäåëÿåòñÿ îáðàòíî â ãàçîâóþ �àçó ñ ïî-ñëåäóþùèì ïðåâðàùåíèåì àòîìîâ â ìîëåêóëÿðíûé âîäîðîä. Ýòîò ïðîöåññ èãðàåò âàæ-íóþ ðîëü â ìåòàëëóðãèè, ó÷èòûâàåòñÿ â òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ, ïðè ðàçðàáîòêå ñî-âðåìåííûõ àêêóìóëÿòîðîâ, òåïëîâûõ íàñîñîâ è ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ýíåðãèè.Çàäà÷à K10.Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ýíòðîïèè â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ, ñâÿæèòå çíà-÷åíèÿ õèìïîòåíöèàëà âîäîðîäà â ìåòàëëå è âîäîðîäà â ãàçîâîé �àçå. Ñ÷èòàéòå, ÷òîàòîìàðíûé âîäîðîä â ìåòàëëå îáðàçóåò èäåàëüíûé êâàíòîâûé ãàç, à âîäîðîä â ãàçî-âîé �àçå � èäåàëüíûé äâóõàòîìíûé ãàç. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äå�îðìàöèåéìåòàëëè÷åñêîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, âîçíèêàþùåé ïðè ïîÿâëåíèè â ìåæäîóçëèèâîäîðîäà.�åøåíèå.Ïóñòü N1 è N2 � ÷èñëî ìîëåêóë âîäîðîäà è ÷èñëî àòîìîâ â ìåòàëëå ñîîòâåò-ñòâåííî (ñèìâîë '1' ïîìå÷àåò �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû â ãàçå, '2'� àòîìàðíûéâîäîðîä â ìåòàëëå). Òîãäà óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ àòîìîâ âîäîðîäà â ñèñòåìåèìååò âèä 2N1+N2 = onst. Ïî óñëîâèþ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íåèçìåííà,òàêæå êàê è åå îáúåì.Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèç-âîäíîé

„

∂(S1 + S2)

∂N1

«

E,V

=

„

∂S1

∂N1

«

E,V

+

„

∂S2

∂N1

«

E,V

,ïðè÷åì âî âòîðîì ñëàãàåìîì ëåãêî ïåðåéòè îò ïðîèçâîäíîé ïî N1 ê ïðîèç-âîäíîé ïî N2, âåäü N1 = onst − N2/2Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì dE = TdS − PdV + µdN , îòêóäà
(∂S/∂N)E,V = µ/T ;çàòåì ó÷òåì ðàâåíñòâî òåìïåðàòóð T1 è T2 â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ðå-çóëüòàòå µ1 = 2µ2. Èíûìè ñëîâàìè, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ �2�, îòðàæà-þùåãî ðàçíèöó â àòîìàðíîé ñòðóêòóðå âîäîðîäà â ðàññìîòðåííûõ �àçàõ,õèìïîòåíöèàëû ñèñòåì âûðàâíèâàþòñÿ.Çàäà÷à K11. Íàéäèòå îäíî÷àñòè÷íóþ ñòàòñóììó àòîìàðíîãî âîäîðîäà, ðàñòâîðåí-íîãî â ìåòàëëå. Êàêèå ïàðàìåòðû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ìåòàëëà âõîäÿò â îòâåò?Èñïîëüçóÿ �îðìàëèçì îäíî÷àñòè÷íûõ ñòàòñóìì è ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèÿìè çàäà-÷è K10, ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. 5



Çàäà÷à K12. Íàéäèòå êîíöåíòðàöèþ âîäîðîäà â ìåòàëëå, åñëè ìåòàëë êîíòàêòè-ðóåò ñ ìîëåêóëÿðíûì âîäîðîäîì êîíöåíòðàöèè n ïðè òåìïåðàòóðå T .À âîò åùå îäèí ïðèìåð êëàññè÷åñêîé ñòàòñóììû â ÁÊÀ.�àññìîòðèì êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóíû ìàññû M ñ íàòÿæåíèåì F , êîíöû êîòîðîéçàêðåïëåíû íà ðàññòîÿíèè L äðóã îò äðóãà. Ôîðìó ñòðóíû â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàäèì�óíêöèåé
y(x, t) =

X

n

An(t) sin(nπx/L),îñü Ox íàïðàâëåíà âäîëü íåäå�îðìèðîâàííîé ñòðóíû, Oy � ïîïåðåê, ñì. ðèñ. ×èñëîìîä êîëåáàíèé, âîçáóæäåííûõ â ñòðóíå, (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìûõ â ñóììå ïî n)ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.
Ê çàäà÷å K13

Ýíåðãèÿ êîëåáëþùåéñÿ óïðóãîé ñòðóíû, î÷åâèäíî, èìååò âèä
E[y(x, t)] =

1

2

Z L

0

dx

 

M

L

 

∂y

∂t

!2

+ F

 

∂y

∂x

!2!

,çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ,à âòîðîå � ýíåðãèþ óïðóãîé äå�îðìàöèè ñòðóíû.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû â îáîáùåí-íûõ êîîðäèíàòàõ {An(t), Ȧn(t)} (òî÷êà ñèìâîëèçèðóåò ïðîèçâîäíóþïî âðåìåíè) ðàâíà â çàäàííîì ñîñòîÿíèè:
EN,n =

X

n

(γn2A2
n + τȦ2

n),ãäå γ = π2F/(4L), τ = M/4. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ ñòðóíûëèøü â îäíîé ïëîñêîñòè, õîòÿ ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà îáû÷íûå êîëåáàíèÿ âäâóõ ïëîñêîñòÿõ.Çàäà÷à K13.Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ìîäû êîëåáàíèé ñòðóíû íàõîäÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì â òåðìî-äèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè, íàéäèòå ñòàòñóììó ñèñòåìû, åñëè òåìïåðàòóðà, õàðàêòåðè-çóþùàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå êîëåáàòåëüíûõ ìîä, ðàâíà T .Ïðèìå÷àíèå: ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì, íå ÿâëÿþòñÿ òîæäå-ñòâåííûìè.Â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîé â êóðñå ìåõàíèêè, çäåñü ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå ìîäû êîëåáàíèé ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèÿìè.Çàäà÷à K14. Âû÷èñëèòå õèìïîòåíöèàë â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, åñëè èçâåñòíî, ÷òîâ ñðåäíåì â ñòðóíå âîçáóæäåíî N êîëåáàòåëüíûõ ìîä, à õàðàêòåðíàÿ òåìïåðàòóðà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîëåáàíèÿì, ðàâíà kT .Çàäà÷à K15. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è K13 çàïèøèòå ñðåäíåå < y(x, t)2 > â ïåðåìåííûõ
{An(t), Ȧn(t)}. Îïðåäåëèòå ñðåäíåå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ äëÿ òî÷êè ïîñåðåäèíå ñòðóíû(ïðè x = L/2).Ïðèìå÷àíèå. �åøàÿ çàäà÷ó, ïîëåçíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ < AnAk >1.2 Îòâåòû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿÇàäà÷à K3. ρ = 1/Θ = e−PatmV/(kT ), ãäå V = 1 ì3, Patm � àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå,
T = 300 oK.Çàäà÷à K4. ×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èäåàëüíûé ãàç ïî-ïðåæíåìó ïîä÷èíÿåòñÿóðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü õèìïîòåíöèàë µ èç ñèñòå-ìû óðàâíåíèé N = N(T, V, µ), P = P (T, V, µ). Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü, ðàçäåëèâ îäíîèç ýòèõ óðàâíåíèé íà âòîðîå. 6



Çàäà÷à K5. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì (1), îòêóäà ëåãêî íàéòè ñðåäíåå ÷èñëî ÷à-ñòèö â ñèñòåìå, N = −(∂Ω/∂µ)V,T . Òåïåðü ëåãêî íàéòè µ = kT ln(N/Θ1).Çàìåòüòå, ÷òî òàê êàê îäíî÷àñòè÷íàÿ ñòàòñóììà îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëüíà V , Θ1 =
V f(T ), õèìïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé n è òåìïåðàòóðîé:

µ = kT ln(n/f(T )).Çàäà÷à K6. µ = kT ln
“

nh3(2πmkT )−3/2
”Çàäà÷à K9. Ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö, èìåþùèõñÿâ ñèñòåìå, çàäàííî (è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì Àâîãàäðî). Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü

CV,N .Âîñïîëüçóåìñÿÿ îäíî÷àñòè÷íîé ñòàòñóììîé, âû÷èñëåííîé â çàäà÷å K8, ñâÿçüþ (1)îäíî÷àñòè÷íîé ñòàòñóììû ñ ïîòåíöèàëîì Ω è ðåçóëüòàòîì çàäà÷èK2. Òðåáóåìûé îòâåò
5R/2 ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî T >> TBP .Çàäà÷à K11. Â ìåòàëëå àòîìàðíûé âîäîðîä � òðåõìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèë-ëÿòîð. Åãî ýíåðãèÿ E0 + ~ω(nx + 1/2) + ~ω(ny + 1/2) + ~ω(nz + 1/2). Çäåñü ω � óãëîâûå÷àñòîòû êîëåáàíèé â ìåæäîóçëèÿõ, N0 � ÷èñëî ÿ÷ååê, ãäå ìîæåò êîëåáàòüñÿ àòîì âîäî-ðîäà, N0 ∼ Vìåòàëëà/Vÿ÷åéêè. Èñêîìàÿ ñòàòñóììà:

Θìåòàëë1 = N0e
E0/kT

 

1

2sh(~ω/2kT )

!3

.Çàäà÷à K12. Êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà â ìåòàëëå ðàâíà Θìåòàëë1

p

n/Θãàç1 , ãäå îäíî-÷àñòè÷íàÿ ñòàòñóììà äâóõàòîìíîãî ãàçà Θãàç1 è îäíî÷àñòè÷íàÿ ñòàòñóììà îñöèëëÿòîðîââ ìåòàëëå Θìåòàëë1 âû÷èñëåíû â çàäà÷àõ K8 è K11.Çàäà÷à K13.
Θ =

∞
∑

N=0

∫

(
∏

n

dAndȦn) exp((µN − EN,n)/kT ) = exp(eµ/kT πkT (γτ)−1/2).Çàäà÷à K14. µ = kT ln(N
√

γτ/(πkT )).Çàäà÷à K15.
∑íå÷åòíûå n < A2

n >=

√

π(kT )3

4γ3τ3
×

∑íå÷åòíûå n 1/n3.Ñóììà îáðàòíûõ êóáîâ íå÷åòíûõ ÷èñåë, ïðèñóòñòâóþùàÿ â îòâåòå, ìîæåò áûòüâûðàæåíà ÷åðåç zeta-�óíêöèþ è ðàâíà (7/8ζ(3) − 1).2 Êâàíòîâûå ãàçû: ïðèìåðû âûðîæäåííûõ Ôåðìè-ñèñòåìÎñíîâíûå ñâîéñòâà èäåàëüíûõ êâàíòîâûõ Ôåðìè-Áîçå ãàçîâ îáñóæäàþòñÿ ïî-äðîáíî â [3, 4℄. Îñòàíîâèìñÿ íà òèïè÷íûõ �èçè÷åñêèì ïðèìåðàõ, èëëþñòðèðóþ-ùèõ ìíîãîîáðàçèå ðåçóëüòàòîâ ÁÊÀ.
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2.1 �àçáàâëåííûé �ðàñòâîð� èçîòîïà ãåëèÿ-3�àññìîòðèì èçîòîï 3Íå â íèçêîòåìïåðàòóðíîì (êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ñâåðõ-òåêó÷åì) 4Íå. Ïðè ýòîì 4Íå âûñòóïàåò êàê èíåðòíûé �îí äëÿ �åðìèîíîâ 3Íå,îñëàáëÿþùèé èõ âçàèìîäåéñòâèå íàñòîëüêî, ÷òî âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëè-æåíèå èäåàëüíîãî ãàçà.Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå â ãåëèè-3 èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ǫ(p) = ǫ0 +

~
2p2

2m∗

(

1 − p2

p2

0

+ O(p4)

)

.Âåëè÷èíà m∗ èãðàåò ðîëü ý��åêòèâíîé ìàññû. Ïðè ìàëûõ p, êàê âèäèì, äèñïåð-ñèîííîå ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íî ìàññèâíûì Áîçå-ãàçàì, ïîýòîìó ðåçóëüòàòû [4℄äëÿ êâàíòîâûõ ìàññèâíûõ Áîçå-ãàçîâ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. Ïî ìåðå óâåëè-÷åíèÿ p âîçìîæíî âû÷èñëÿòü ïîïðàâêè ê ýòèì ðåçóëüòàòàì.Ýêñïåðèìåíòàëüíî ìîæíî ìåíÿòü êîíöåíòðàöèþ 3Íå â 4Íå è èçìåðÿòü òåï-ëîåìêîñòü è îñìîòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñèñòåìå, ïðîâåðÿÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,ïðåäñêàçûâàåìûå ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèåé äëÿ êâàíòîâûõ áîçå ãàçîâ.2.2 Ýëåêòðîíû â ìåòàëëåÕàðàêòåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå n ∼ 1028 ì−3. Ïîêàæåì,÷òî ýòî âûðîæäåííàÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ Ôåðìè - ñèñòåìà. Èñïîëüçóåì, ÷òî ìàññàýëåêòðîíà me = 9.1 ∗ 10−31 êã, h = 6.6 ∗ 10−34 Äæ·ñ.Ôåðìè - ñèñòåìà âûðîæäåíà, åñëè ýíåðãèÿ Ôåðìè ǫF è ýíåðãèÿ kT � âåëè÷èíûîäíîãî ïîðÿäêà. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ǫF << kT , îòëè-÷èå ïîâåäåíèÿÔåðìè-ãàçà îò êëàññè÷åñêîãî ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Âûðîæ-äåííîñòü æå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò íèçêîòåìïåðàòóðíûå ñâîéñòâà,êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íû îò ñâîéñòâ êëàññè÷åñêîãî ãàçà.Èìïóëüñ Ôåðìè pF îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé: ÷èñ-ëî ÷àñòèö íà óðîâíÿõ ñ èìïóëüñàìè pα ≤ pF äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó ÷àñòèö âñèñòåìå � òîãäà ïðè T → 0 Ôåðìè-÷àñòèöû çàéìóò âñå íèæíèå óðîâíè ýíåðãèè,è âïëîòü äî ǫF = p2

F /(2m) äëÿ ÷èñëà ÷àñòèö Nα íà óðîâíå α áóäåò ñïðàâåäëè-âî Nα = 1. Îò ñóììèðîâàíèÿ ïî äèñêðåòíûì óðîâíÿì ýíåðãèè ëåãêî ïåðåéòè êèíòåãðèðîâàíèþ ïî èìïóëüñó ÷àñòèöû:
N =

∑

pα≤pF

Nα =
gV

h3

∫

pα≤pF

d3p =
4πgV

h3

∫ pF

0

dpp2 =
4πgV p3

F

3(2π~)3
,îòêóäà pF = ~(3π2n)1/3, çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè g = 2 � êîý��èöèåíò âûðîæäå-íèÿ ýëåêòðîííûõ óðîâíåé, n = N/V � êîíöåíòðàöèÿ ãàçà. Èòàê, èìïóëüñ Ôåðìèçàâèñèò ëèøü îò êîíöåíòðàöèè Ôåðìè ÷àñòèö â èäåàëüíîì êâàíòîâîì ãàçå.Çàìåòèì, ÷òî âûâîä è îòâåò äëÿ pF îñòàåòñÿ òàêèì æå è â ñëó÷àå áåçìàññîâîãî(óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî) ãàçà, ìåíÿåòñÿ ëèøü ñâÿçü ýòîãî èìïóëüñà ñ ýíåðãèåéÔåðìè (äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå).Âû÷èñëÿÿ èìïóëüñ Ôåðìè ýëåêòðîííîãî ãàçà â òèïè÷íûõ ìåòàëëàõ, ïîëó÷èì

EF = p2

F /2m ïîðÿäêà ýëåêòðîíâîëüòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå ǫF /k ∼
500000 oÊ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ãîðàçäî áîëüøå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ ìåòàëëà,8



ïîýòîìó ýëåêòðîííûé ãàç â ìåòàëëàõ íèêîãäà íå âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî èäåàëüíîìóìàêñâåëëîâñêîìó ãàçó è âñåãäà äåìîíñòðèðóåò âûðîæäåííîñòü.Íå ìåíåå ëåãêî îöåíèòü è ñêîðîñòü ýëåêòðîíà vF = pF /m ∼ 1000 êì/ñåê,÷òî, áóäó÷è, êîíå÷íî, âïå÷àòëÿþùèì ðåçóëüòàòîì, òåì íå ìåíåå ìíîãî ìåíüøåñêîðîñòè ñâåòà. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ýëåêòðîíû â ìåòàëëàõ åùå è íåðåëÿòè-âèñòñêàÿ Ôåðìè ñèñòåìà.2.3 Ýëåêòðîíû â çâåçäàõÒèïè÷íàÿ ìàññà çâåçäû M = 3 ∗ 1030 êã, ðàäèóñ R = 3 ∗ 107 ì, òåìïåðàòóðà
T = 107 oK. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çâåçäà â îñíîâíîì ñîñòîèò èç äèññîöèèðîâàííîãîâîäîðîäà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âûðîæäåííàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ Ôåðìè-ñèñòåìà (íîíå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêàÿ!).Ôåðìè-ãàç â äàííîé ìîäåëè ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò - òÿæåëûõ ïðîòîíîâè ëåãêèõ ýëåêòðîíîâ. Êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò îäèíàêîâû, ïîýòîìó è èìïóëüñÔåðìè ó íèõ îäèíàêîâ. Áîëüøàÿ æå ìàññà ïðîòîíîâ è äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-íèå EF = p2

F /2m ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ýíåðãèÿ Ôåðìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåê-òðîííîé êîìïîíåíòå, ãîðàçäî áîëüøå ýíåðãèè Ôåðìè ïðîòîíîâ.Óáåäèìñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà â õàðàêòåðíûõ çâåçäàõ íèçêà ïî îòíîøåíèþ êýëåêòðîííîé ýíåðãèè Ôåðìè.×èñëî ýëåêòðîíîâ â çâåçäå
N =

Mìîëÿðíàÿ ìàññà âîäîðîäà = 1.8 ∗ 1057,à êîíöåíòðàöèÿ n = N/(4πR3/3) ∼ 1.6 ∗ 1034. Âû÷èñëÿÿ èìïóëüñ Ôåðìè êàê è âñëó÷àå ñ ýëåêòðîííûì ãàçîì â ìåòàëëå, ïîëó÷èì pF = ~(3π2n)1/3 ∼ 8 ∗ 1011 ì−1,
vF = ~pF /m ∼ 108 ì/ñåê, ÷òî ñðàâíèìî ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.Òåì íå ìåíåå, ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé. Íàïîìíèì, ÷òîñòðîãàÿ ñâÿçü ýíåðãèè è èìïóëüñà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

E =
√

(mc2)2 + (pc)2 (3)ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîä êîðíåìãîðàçäî áîëüøå âòîðîãî; ýòî äàåò íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë E = Const+p2/(2m).Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãîå ïðèáëèæåíèå � â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîå ñëà-ãàåìîå ïîä êîðíåì ãîðàçäî áîëüøå ïåðâîãî, ò.å. ÷àñòèöà äâèæåòñÿ, èìåÿ òàêîéáîëüøîé èìïóëüñ, ÷òî âêëàä ýíåðãèè ïîêîÿ mc2 â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèåñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî õàðàêòåðíûå èìïóëüñû ýëåêòðî-íîâ â ðàññìàòðèâàåìûõ çâåçäàõ íåäîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ óëü-òðàðåëÿòèâèñòñêèì ïðåäåëîì.Ýíåðãèþ Ôåðìè ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ (3), íå çàáûâ, ÷òî â çàäà÷å íå ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ ý��åêòû àííèãèëÿöèè, ò.å. çà íîëü ýíåðãèè ýëåêòðîíà ïðèíèìà-åòñÿ âåëè÷èíà mc2: E =
√

(mc2)2 + (pc)2 − mc2. Âïðî÷åì, ìîæíî ïðîñòî ó÷åñòüïåðâóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê êëàññè÷åñêîìó äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøå-íèþ (ñäåëàéòå ýòî!). ×èñëåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè Ôåðìè â äàííîé çàäà÷å ñîîò-âåòñòâóåò òåìïåðàòóðå T ∼ 3 ∗ 108 oÊ. Ýòî ãîðàçäî áîëüøå õàðàêòåðíîé òåìïåðà-òóðû âûáðàííîãî êëàññà çâåçä. Ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðîíû â çâåçäàõ ÿâëÿþòñÿ9



âûðîæäåííûì ðåëÿòèâèñòñêèì ãàçîì, äåìîíñòðèðóþùèì ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûåäëÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûõ Ôåðìè - ãàçîâ.Èíòåðåñíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â äàâëåíèå ïðè ýòîì ñíîâà äàåò ýëåêòðîííàÿñîñòàâëÿþùàÿ êâàíòîâîãî ãàçà â çâåçäàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ðàçìåðíîñòè äàâëå-íèå � ïðîèçâåäåíèå êîíöåíòðàöèè ãàçà íà íåêîòîðóþ õàðàêòåðíóþ ýíåðãèþ ÷àñòè-öû. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî ãàçà ðîëü õàðàêòåðíîé ýíåðãèè èãðàåò kT , è äàâëåíèåîêàçûâàåòñÿ p ∼ nkT . Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé Ôåðìè - ñèñòåìû ðîëü õàðàêòåðíîéýíåðãèè èãðàåò ǫF , è äàâëåíèå p ∼ nǫF (êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, 2/5,âûâåäåí äëÿ ìàññèâíîãî ãàçà, íàïðèìåð, â [4℄). Â ñëó÷àå æå íèçêîòåìïåðàòóðíîéÁîçå - ñèñòåìû õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ äàâëåíè-åì. Èòàê, íàèáîëüøåé õàðàêòåðíîé ñðåäíåé ýíåðãèåé, îïðåäåëÿþùåé äàâëåíèå âçâåçäàõ, îáëàäàåò íàèëåã÷àéøàÿ Ôåðìè - ñîñòàâëÿþùàÿ, ýëåêòðîíû.2.4 Ýëåêòðîíû â áåëûõ êàðëèêàõ, ïðåäåë ×àíäðàñåêàðàÓïðîùåííî ãîâîðÿ, áåëûé êàðëèê îáðàçóåòñÿ, êîãäà âîäîðîä â çâåçäå âûãîðàåòâ ãåëèé è çàêàí÷èâàåòñÿ, ïîñëå ÷åãî ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè ãåëèé ñæèìàåòñÿ,ïîêà â ÿäðå íå íà÷èíàåòñÿ ÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ íîâîãî òèïà. Ïðè ýòîì ãåëèé ñòîëü ëî-êàëèçîâàí (ñæàò), ÷òî ïî ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè ñêîðîñòè åãî ÷àñòèö î÷åíüâûñîêè. Ïðè òàêèõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèÿõ âñå ýëåêòðîíû îáîáùåñòâëÿþòñÿ. Ïî-ýòîìó áåëûé êàðëèê ñîñòîèò â îñíîâíîì èç àëü�à - ÷àñòèö è îáîáùåñòâëåííûõýëåêòðîíîâ.Îáîçíà÷èì ìàññó áåëîãî êàðëèêà M , à ðàäèóñ R. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òîýëåêòðîíû â áåëîì êàðëèêå íåðåëÿòèâèñòñêèå.Çàäà÷à �àññìîòðåòü óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè çâåçäû ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòà-öèîííîãî ñæàòèÿ è äàâëåíèåì ýëåêòðîííîãî Ôåðìè - ãàçà. Íàéòè çàâèñèìîñòüðàäèóñà çâåçäû îò åå ìàññû M . Óáåäèòüñÿ ÷òî ñ ðîñòîì ìàññû çâåçäû åå ðàäèóñ
R äîëæåí óáûâàòü.�åøåíèå:Ïóñòü n - êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ, N - ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â çâåçäå,

V = 4πR3/3 - îáúåì çâåçäû, mα � ìàññà àëü�à-÷àñòèöû, P � äàâëåíèåýëåêòðîííîãî Ôåðìè - ãàçà.Õàðàêòåðíîå äàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùååñÿ ãðàâèòàöèåé, ëåãêî îïðåäå-ëèòü ïî ðàçìåðíîñòè, GM2/R4.Ïðèðàâíÿåì õàðàêòåðíîå äàâëåíèå Ôåðìè - ãàçà è õàðàêòåðíîå ãðàâè-òàöèîííîå äàâëåíèå çâåçäû, èñïîëüçóÿ ñâÿçü äàâëåíèÿ Ôåðìè - ãàçà èýíåðãèè Ôåðìè:
P = 2nǫF /5 = GM2/R4.Îïðåäåëèì êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ

n = N/V, N = 2M/mα, ⇒ n =
3M

2mαπR3
,ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî êàæäûé àòîì ãåëèÿ ïîðîæäàåò 2 ýëåêòðîíà.Äëÿ îöåíêè ýíåðãèè Ôåðìè ñíîâà íàéäåì èìïóëüñ Ôåðìè

pF = ~(3π2n)1/3, ǫF = p2

F /2m.10



Îêîí÷àòåëüíî áàëàíñ äàâëåíèé â çâåçäå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
M1/3R = onst, ò.å. ðàäèóñ çâåçäû äåéñòâèòåëüíî äîëæåí óáûâàòü ñðîñòîì åå ìàññû ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü âñå áîëåå òÿæåëûå áåëûå êàðëèêè. Òàê êàê èõ ðà-äèóñ áóäåò âñå ìåíüøå è ìåíüøå, íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòüâûðàñòåò íàñòîëüêî, ÷òî ýëåêòðîíû ñòàíóò ðåëÿòèâèñòñêèìè (áëàãîäàðÿ ïðèíöè-ïó íåîïðåäåëåííîñòè), à çàòåì è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè ñ äèñïåðñèåé ǫ = cp.Çàäà÷à�àññìîòðåòü óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè î÷åíü òÿæåëîãî áåëîãî êàðëèêà. Êîãäà òà-êîå ðàâíîâåñèå âîçìîæíî?�åøåíèåäàííîé çàäà÷è ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé. Îáðàòèòå âíèìà-íèå, ÷òî äàâëåíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî Ôåðìè-ãàçà ïî-ïðåæíåìóîïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ãàçà è åãî ýíåðãèåé Ôåðìè, P ∼ nǫF (íàé-äèòå êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, 1/4). Ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿ-åòñÿ è èìïóëüñ Ôåðìè, ëèøü ñâÿçü ǫF è pF ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé.Ïîäñòàíîâêà â P = nǫF /4 = GM2/R4 êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ èýíåðãèè Ôåðìè ǫF = cpF äàåò
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.Èíûìè ñëîâàìè, ðàâíîâåñèå çâåçäû, â êîòîðîé ýëåêòðîíû ñòàëè óëü-òðàðåëÿòèâèñòñêèìè, âîçìîæíî òîëüêî ïðè íåêîé �èêñèðîâàííîé ìàñ-ñå.Ýòà âåëè÷èíà íàûâàåòñÿ ìàññà ×àíäðàñåêàðà; åñëè çâåçäà èìååò ìàññó ìåíüøå
M0 ãðàâèòàöèîííîå ñæàòèå óðàâíîâåøèâàåòñÿ äàâëåíèåì Ôåðìè çà ñ÷åò ðåøå-íèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ò.å çà ñ÷åò îòëè÷èÿ ïîâåäåíèÿ ãàçà îòáåçìàññîâîãî, âåäü ê óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó ïðèáëèæåíèþ ðåàëüíîãî ãàçà èìå-þòñÿ ïîïðàâêè. Åñëè æå ìàññà çâåçäû áîëüøå ìàññû ×àíäðàñåêàðà, çâåçäà áóäåòíåîáðàòèìî ñæèìàòüñÿ, ïîêà ýëåêòðîíû íå ñðåàãèðóþò ñ ïðîòîíàìè (áåòà-ðàñïàäíàîáîðîò) ñ îáðàçîâàíèåì íåéòðîííîé çâåçäû.Èòàê, èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî Ôåðìè ãàçà ïîêàçûâàþò, ÷òî áåëûé êàð-ëèê ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ òîëüêî èç çâåçäû, ìàññà êîòîðîé íå ïðåâûøàåò ïðåäåë×àíäðàñåêàðà, èç áîëåå æå ìàññèâíûõ çâåçä îáðàçóþòñÿ íåéòðîííûå çâåçäû. Ýòîòåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå áëåñòÿùå ïîäòâåðäèëîñü è ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðè-ìåðîì ïðîñòîòû è ìîùè �îðìàëèçìà êâàíòîâûõ ãàçîâ.11



Àíàëèç ñòàáèëüíîñòè íåéòðîííûõ çâåçä àíàëîãè÷åí, âåäü íåéòðîíû òàêæå ÿâ-ëÿþòñÿ Ôåðìè-÷àñòèöàìè. Ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ íåéòðîíîâ è íåðåëÿòèâèñòñêîìäèñïåðñèîííîì ñîîòíîøåíèè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàäèóñ çâåçäû óáûâàåò ñðîñòîì åå ìàññû M1/3R = const. Îäíàêî, àíàëèç òÿæåëûõ íåéòðîííûõ çâåçä ñ ðå-ëÿòèâèñòñêèìè íåéòðîíàìè çàòðóäíÿåòñÿ íå òîëüêî íåèäåàëüíîñòüþ íåéòðîííîãîãàçà, íî è íåîáõîäèìîñòüþ ïðèìåíÿòü ÎÒÎ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ý��åêòû èçó÷à-þòñÿ â òåîðèè ÷åðíûõ äûð.2.5 Êâàðê-ãëþîííàÿ ïëàçìàÅùå îäèí èíòåðåñíûé ïðèìåð � êâàíòîâûå ãàçû, ñîñòîÿùèå èõ êâàðêîâ, êîòî-ðûå, êàê èçâåñòíî, òàêæå ÿâëÿþòñÿ Ôåðìè-÷àñòèöàìè.Ïðè íàãðåâå ÿäåðíîé ìàòåðèè, ñîñòîÿùåé ïðåèìóùåñòâåííî èç áàðèîíîâ, ïðèõàðàêòåðíûõ òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà Tc ∼ 150 ÌýÂ îíà ïðåâðàùàåòñÿ â àäðîííûéãàç. Íàïîìíèì, áàðèîíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé Ôåðìè � ÷àñòèöû è ñîñòîÿò èç 3õêâàðêîâ, àäðîííûé ãàç æå ãàç â îñíîâíîì ñîñòîèò èç ìåçîíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿáîçå-÷àñòèöàìè è ñîñòîÿò èç 2õ êâàðêîâ.Îäíàêî, äàëüíåéøåå íàãðåâàíèå âåùåñòâà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ òàê íàçû-âàåìîé êâàðê - ãëþîííîé ïëàçìû. Ïëîòíîñòü áàðèîíîâ â àòîìíûõ ÿäðàõ ρ0 =
0.15 áàðèîí/�åðìè3 (íàïîìíèì, �åðìè � åäèíèöà èçìåðåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
10−15 ìåòðà), äëÿ îáðàçîâàíèÿ æå êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû òðåáóåòñÿ â 5-10 ðàçáîëüøàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà. Ïðè î÷åíü âûñîêèõ ñæàòèÿõ ÷àñòèöû âåùåñòâà îêà-çûâàþòñÿ òàê ñèëüíî ñáëèæåíû, ÷òî êâàðêè, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî âõîäèëè âñîñòàâ ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö, ñèëüíî ñáëèæàþòñÿ; âñÿ ñèñòåìà ïðè ýòîì îáðàçóåòãèãàíòñêèé àäðîí èëè, êàê ãîâîðÿò, êâàðêîâûé ìåøîê. Ïðè ýòîì êîíñòàíòà, õà-ðàêòåðèçóþùàÿ ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êâàðêîâ, ñòàíîâèòñÿ ìàëà, òàê êàê îíàïðîïîðöèîíàëüíà 1/ ln(q), ãäå q ∼ kT/c � õàðàêòåðíûé ïåðåäàâàåìûé â àêòàõâçàèìîäåéñòâèÿ èìïóëüñ, âåëè÷èíà êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ áîëüøîé. Ýòîò ñïàäêîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ, ò.í. àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñâîáîäà ñáëèæåííûõ êâàðêîâ,ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå êâàðêîâ äðóã ñ äðóãîì íà ìàëûõ ðàññòî-ÿíèÿõ îêàçûâàåòñÿ ñëàáûì, ÷òî ïîçâîëÿåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ðàññìàòðèâàòüêâàðê-ãëþîííóþ ïëàçìó êàê Ôåðìè - ãàç.Êâàðê-ãëþîííàÿ ïëàçìà îáðàçóåòñÿ ïðè ïëîòíîñòÿõ âåùåñòâà, ðåàëèçîâàâ-øèõñÿ ïðèìåðíî íà 10−5 ñåê. æèçíè Âñåëåííîé ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ 1012 oK.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êâàðêîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ êâàðê- ãëþ-îííîé ïëàçìû êàê óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé âûðîæäåííûé Ôåðìè - ãàç. Ïðîâåðüòåâûðîæäåííîñòü ýòîé ñèñòåìû, îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûøå äàííûõ. Ó÷òè-òå, ÷òî êîý��èöèåíò âûðîæäåíèÿ êâàðêîâ 2·3·2; ìíîæèòåëü '2' ïîêàçûâàåò ÷èñëîòèïîâ êâàðêîâ (êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëåã-êèå, u-, d-êâàðêè, ò.å. âêëàä íàèëåã÷àéøåé Ôåðìè - êîìïîíåíòû, èìåþùåé íàè-áîëüøóþ ýíåðãèþ Ôåðìè), ìíîæèòåëü '3' � ÷èñëî àðîìàòîâ êâàðêîâ, ìíîæèòåëü'2' � âûðîæäåíèå, ñâÿçàííîå ñ îðèåíòàöèåé ñïèíîâ Ôåðìè - ÷àñòèö.Áîçîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé ñèñòåìû � ãëþîíû � àíàëîãè÷íî äðóãèì âûðîæ-äåííûì ñèñòåìàì äàåò ìàëûé âêëàä â äàâëåíèå ñèñòåìû. Ó ãëþîíîâ (áîçîíîâ)êîý��èöèåíò âûðîæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 8·2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîñüìè òè-ïàì ãëþîíîâ è äâóì íåçàâèñèìûì îðèåíòàöèÿì èõ ñïèíîâ.12



2.6 Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷èÂ çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðåäëàãàåì Âàì ðåøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî íåñêîëü-êî çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îñîáåííîñòÿìè ïîâåäåíèÿ Ôåðìè-ñèñòåì.Çàäà÷à F1Äâèæåíèå àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîíîâ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõóäàåòñÿ îïèñàòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè îáðàçóþò èäåàëüíûé äâóìåðíûé íåðåëÿòèâèñò-ñêèé Ôåðìè-ãàç. Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ ýíåðãèþ â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòèïðè T = 0. Êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ κ íà ïîâåðõíîñòè èçâåñòíà. ×òî ÿâëÿåòñÿàíàëîãîì äàâëåíèÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ?Çàäà÷à F2Âû÷èñëèòå àäèàáàòè÷åñêèé ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ Ôåðìè - ãàçà:
B = −V

(

∂P

∂V

)

Sïðè T = 0. Âû÷èñëèòå ìîäóëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè êàëèÿöåçèÿ è ìåäè (ñì. òàáëèöó)Ìåòàëë Ïëîòíîñòü, ì−3 EF ýÂ B, ÏàñêàëüKàëèé 1.3 ∗ 1028 0.9 2.81 ∗ 109Öåçèé 0.9 ∗ 1028 0.7 1.43 ∗ 109Ìåäü 8.5 ∗ 1028 7 134.3 ∗ 109Ïî÷åìó âû÷èñëåííûå B ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèéàäèàáàòè÷åñêèõ ìîäóëåé âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ ìåòàëëîâ (ñì. ïîñëåäíþþ êîëîí-êó òàáëèöû)?Çàäà÷à F3Íà ðàííèõ ýòàïàõ ñóùåñòâîâàíèÿ âñåëåííîé ìîæíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñ÷è-òàòü ÷àñòèöû óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè è ïðåíåáðå÷ü èõ õèìïîòåíöèàëîì ïî ñðàâ-íåíèþ ñ kT . Ñ÷èòàÿ èçâåñòíîé òåìïåðàòóðó ñèñòåìû, íàéäèòå ïëîòíîñòü ÷èñëàíåâçàèìîäåéñòâóþùèõ �åðìèîíîâ, à òàêæå ïëîòíîñòü ýíåðãèè â îïèñàííîé ñèòó-àöèè.Îòâåòû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿF1: < E >= κǫF /2, ãäå ǫF = πκ~
2/m.F2: B = 2nǫF /3. Îòëè÷àþòñÿ, ò. ê. ó÷ëè âêëàä òîëüêî ýëåêòðîíîâ è íå ó÷ëèâêëàä êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.F3:
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.3 Êâàíòîâûå ãàçû: ïðèìåðû Áîçå-ãàçîâÎñíîâû òåîðèè êâàíòîâûõ Áîçå - ãàçîâ ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â [1℄, íàèáîëååòèïè÷íûå, ìàññèâíûå Áîçå - ãàçû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [4℄.13



Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî �èçè÷åñêèõ ñèñòåì, îáðàçóþùèõñÿèç ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íûìè äèñïåðñèîííûìè ñîîòíîøåíèìè, è íàó÷èìñÿ ïðèìåíÿòüê íèì ìåòîäû, õàðàêòåðíûå äëÿ ÁÊÀ.Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê ðåøåíèþ çàäà÷, îáñóäèì âàæíûé âîïðîñ: ïî÷åìóïðè îáñóæäåíèè áåçìàññîâûõ Áîçå - ãàçîâ, íàïðèìåð, �îòîíîâ èëè �îíîíîâ, õè-ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû âñåãäà ïîëàãàþò ðàâíûì íóëþ.Ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå õèìïîòåíöèàëà, òàêæå òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå â ñè-ñòåìå, îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íàëîæåííûìè íà ñèñòåìó, èíûìèñëîâàìè � ñòåíêàìè. Õèìïîòåíöèàë áåçìàññîâûõ Áîçå - ãàçîâ ðàâåí íóëþ èìåííîïîòîìó, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà èìåííî òàêîâû ãðàíèöû.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòèðèì ðàâíîâåñíîå �îòîííîå (÷åðíîå) èçëó÷åíèå â ïî-ëîñòè îáúåìà V . Ñòåíêè ïîëîñòè ñîñòîÿò èç àòîìîâ, êîòîðûå, â õîäå ñâîåãî êîëå-áàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ õàðàêòåðíîé òåìïåðàòóðîé T , ìîãóò ïîãëîòèòü �îòîí èçïîëîñòè èëè èñïóñòèòü �îòîí îáðàòíî. Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ�îòîíîâ (ñ ìàëûì èìïóëüñîì p) òðåáóåò, ñîîòâåòñòâåííî, ìàëûõ ýíåðãåòè÷åñêèõçàòðàò, pc. Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî òàêèõ �îòîíîâ ïðè p → 0 ñòàíîâèòñÿ âïîëîñòè î÷åíü áîëüøèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ýòî ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ, íà-ïðèìåð â [1℄, ðîñò ÷èñëà Áîçå - ÷àñòèö â ïîëîñòè âûçûâàåò ðîñò õèìïîòåíöèàëàñèñòåìû. Çíà÷åíèÿ õèìïîòåíöèàëà Áîçå - ãàçà îãðàíè÷åíî ñâåðõó òî÷êîé �àçîâî-ãî ïåðåõîäà â Áîçå - ñêîíäåíñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ èäåàëüíûõ Áîçå - ãàçîâýòà ãðàíèöà èìååò ìåñòî ïðè µ = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, â ðåçóëüòàòå ïðàêòè÷åñêèáåñïðåïÿòñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ �îòîíîâ ñòåíêàìè, õèìïî-òåíöèàë âûíóæäåííî äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ mu = 0, àñîñòîÿíèå �îòîííîãî ãàçà â ïîëîñòè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå Áîçå - êîíäåíñàöèè �î-òîííîãî Áîçå - ãàçà.Òåì íå ìåíåå, ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíû è ñèñòåìû ñ èíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè.Ïðîèëëþñòðèðóåì òåïåðü òåîðèþ êâàíòîâûõ Áîçå-ãàçîâà ïðîñòûìè �èçè÷å-ñêèìè ïðèìåðàìè.3.1 Âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà è âåùåñòâà: ÷åðíîå èçëó÷åíèå.Çàäà÷à:Ñ÷èòàÿ Âñåëåííóþ ïîëîñòüþ ðàäèóñà R = 1026 ì ñ òåìïåðàòóðîé 2.7 oÊ (÷òîïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ñîâðåìåííîé òìïåðàòóðå ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ), îöå-íèòå ÷èñëî �îòîíîâ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ âî Âñåëåííîé è ýíåðãèþ, ñîîòâåò-ñòâóþùóþ ýòèì �îòîíàì.�åøåíèå:Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è �îòîííûé ãàç ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ íàõî-äèòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñ âåùåñòâîì âî Âñåëåííîé.Ýòî ïðèâîäèò ê îáñóæäåííîìó âûøå ðàâåíñòâó íóëþ õèìïîòåíöèàëà.×èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ïðîùå âñåãî íàéòè, ïðîñóììèðîâàâ êîëè÷åñòâà÷àñòèö íà êàæäîì óðîâíå ýíåðãèè; íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíèå çàäàþòñÿðàñïðåäåëåíèåì Áîçå - Ýéíøòåéíà. Îò ñóììèðîâàíèÿ ïî äèñêðåòíûìóðîâíÿì ýíåðãèè ëåãêî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî èìïóëüñó (àíà-ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè âû÷èñëåíèè ýíåðãèè Ôåðìè14
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.Èíòåãðàë ïî x ìîæíî ëèáî ñâåñòè ê îáîáùåííîé ζ - �óíêöèè �èìà-íà, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ìàññèâíûõÁîçå - ãàçîâ â [4℄ (÷òî ïðèâîäèò ê îòâåòó Γ(3)ζ3(1)), ëèáî îöåíèòüýòè âûðàæåíèÿ ÷èñëåííî, ðàçëîæèâ çíàìåíàòåëü ïîä èíòåãðàëîì âðÿä ñ ó÷åòîì exp(x) ≥ 1 è ïîñëåäóþùèì ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâà-íèåì ðÿäà (÷òî ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé �îðìå çàïèñè èíòåãðàëà

2(1 + 1/23 + 1/33 + ...) ≈ 2.45.Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ âî Âñåëåííîé ïîðÿäêà N =
2.3 · 1087.Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è ýíåðãèÿ �îòîíîâ:

U =
V

π2~3

∫ ∞

0

cp3dp

exp(cp/kT )− 1
=

4R3kT

3π

(

kT

~c

)3
∫ ∞

0

x3dx

exp(x) − 1Èíòåãðàë ïî x òàêæå ëèáî ñâîäèòñÿ ê òàáóëèðîâàííîé ζ �óíêöèè, àèìåííî ê Γ(4)ζ4(1), ëèáî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ÷èñëîâîìó ðÿäó 6(1+1/24 +
1/34 + ...). Ïîýòîìó ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ 2.6 ·
1065 Äæ.Çàäà÷à:Âñåëåííàÿ ïîëíà ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 2.7 oÊ. Ïðåäïîëîæèì,ðàäèóñ âñåëåííîé ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî R = Ht (H � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà), t - âîçðàñòâñåëåííîé. Ïðåäïîëîæèì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ âî âñåëåííîé ïîñòîÿííà.Âû÷èñëèòå, êàê ýíòðîïèÿ èçëó÷åíèÿ ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.�åøåíèå:Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, U ∼ V T 4/(hc)3. Ïî-ñòîÿíñòâî ïîëíîé ýíåðãèè îçíà÷àåò V T 4 = Const.Âåëè÷èíà Ω ïî ðàçìåðíîñòè òàêàÿ æå êàê U , çíà÷èò Ω ∼ V T 4/(hc)3(óáåäèòåñü â ýòîì ïðÿìûì ðàñ÷åòîì Ω íà îñíîâàíèè åå îïðåäåëåíèÿ âÁÊÀ!). Îòñþäà ýíòðîïèÿ S ∼ V T 3 ∼ Const/T ∼ t3/4.Ñ ïîÿâëåíèåì òàê íàçûâàåìûõ �àòîìíûõ ëàçåðîâ� Áîçå - ñêîíäåíñèðîâàííîéñèñòåìå èíîãäà ñòàâÿò â àíàëîãèþ ñîñòîÿíèå èíäóöèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ �î-òîíîâ â ðåçîíàòîðàõ ëàçåðà. Íàïîìíèì, ÷òî çà ñ÷åò ïîäâîäà ýíåðãèè â ñèñòåìó15



àòîìû âîçáóæäàþòñÿ, ïîñëå ÷åãî èçëó÷àþò êîãåðåíòíûå �îòîíû. Ïðè ýòîì â ðå-çîíàòîðàõ ëàçåðîâ �îðìèðóåòñÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóï-íîñòü �îòîíîâ â îäèíàêîâîì ñîñòîÿíèè, ïîäîáíî òîìó, êàê â Áîçå - êîíäåíñàòåâñå Áîçå - ÷àñòèöû çàíèìàþò îäíè è òå æå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè.Ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè âîëíû ðàñòåò è âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ èìåí-íî â êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé âîëíå. Â èäåàëüíîì ðåçîíà-òîðå ýòî ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì �îòîíîâ. Çàìåòèì, ÷òî �îòîíû â ðåçîíàòîðàõëàçåðà äåìîíñòðèðóþò êàê ñõîäñòâî, òàê è ðàçëè÷èå ñ Áîçå-ñêîíäåíñèðîâàííûìèñèñòåìàìè.3.2 Ñïèíîâûå âîëíûÇàäà÷à:Äëÿ ñïèíîâûõ âîëí äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò èìåòü âèä ω = αk2,çäåñü ω - ÷àñòîòà, k - âîëíîâîå ÷èñëî. Íàéòè, êàê â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ âîç-áóæäåííûõ ñïèíîâûõ âîëí âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû?�åøåíèå:�àññìîòðèì êâàçè÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p = ~k è ýíåðãèåé ǫ = ~ω =
αp2/~, ñîîòâåòñòâóþùèå îïèñàííûì âîëíàì.Ïîä÷èíÿÿñü ñòàòèñòèêå Áîçå è èìåÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ïàðà-áîëè÷åñêîãî òèïà, òàêèå êâàçè÷àñòèöû îáðàçóþò êâàíòîâûé ãàç, ñâîé-ñòâà êîòîðîãî àíàëîãè÷íû îáû÷íîìó ìàññèâíîìó Áîçå - ãàçó, ïîäðîáíîðàçîáðàííîìó â [1℄ è [4℄.Îäíàêî, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ìàññèâíûõ Áîçå - ãàçîâ, â äàííîé ñèñòå-ìå ñëåäóåò ïîëîæèòü õèìïîòåíöèàë ðàâíûì íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âïîëíîé àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííûì â íà÷àëå ðàçäåëà �îòîííûì ãàçîì,â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ âåùåñòâîì, èçëó÷àþ-ùèì ñïèíîâûå âîëíû, ÷èñëî êâàçè÷àñòèö ñ ìàëûì èìïóëüñîì áóäåòóâåëè÷èâàòüñÿ âïëîòü äî íàñòóïëåíèÿ Áîçå - êîíäåíñàöèè.Ïðè ýòîì âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
U =

V

2π2~3

∫ ∞

0

(αp4/~)dp

exp(αp2/~kT )− 1
=

~αV

2π2

(

kT

~α

)5/2
∫ ∞

0

x4dx

exp(x2) − 1
.3.3 Èçîòîïû ãåëèÿ-4: ñâÿçü áîçå-êîíäåíñàöèè è ñâåðõòåêó-÷åñòèÝëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ â ñâåðõòåêó÷åì æèäêîì ãåëèè ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê êâàçè÷àñòèöû ñî ñëîæíûì äèñïåðñèîííûì ñîòíîøåíèåì, ïðåäñòàâ-ëåííîì íà ðèñóíêå. Äëÿ ìàëûõ èìïóëüñîâ (ìåíüøå ~ · 0.8 · 1010) äèñïåðñèîííîåñîîòíîøåíèå ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî: ǫ(p) = sp, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàçè÷àñòèöûíàçûâàþòñÿ �îíîíàìè; äëÿ èìïóëüñîâ ïîðÿäêà p ≃ p0 = ~ ·2 ·1010 äèñïåðñèîííîåñîîòíîøåíèå èìååò âèä

ǫ(k) = ∆ +
(p − p0)

2

2M∗

,16



ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ ÿìà, äíî êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ êâàçè-÷àñòèö, íàçûâàþùèõñÿ ðîòîíàìè. �îòîííàÿ ýíåðãèÿ ∆ ñîîòâåòñòâóåò 8.65 oÊ, M∗� ý��åêòèâíàÿ ìàññà ðîòîíà.Ïîäîáíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, èçó-÷àÿ ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ â æèäêîì ãåëèè; âîçìîæíî òàêæå ðàñ÷èòàòü åãî òåîðå-òè÷åñêè, èñïîëüçóÿ ìåòîäû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.Çàäà÷à: Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ãàçà âîçáóæäåíèé â ãåëèè èìååò �îíîííóþ (ïðî-äîëüíûé çâóê) è ðîòîííóþ ñîñòàâëÿþùèå. Íàéäèòå ýòè ñîñòàâëÿþùèå.�åøåíèå.Äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñïðàâåäëèâî:
F =

kTV

2π2~3

∫ ∞

0

dpp2 ln

(

1 − exp

[

− ǫ(p)

kT

])

,õèìïîòåíöèàë ñèñòåìû ñíîâà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ áëàãîäàðÿ ñïå-öè�èêå �èçè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Èíòåãðàë ïî p ðàçäåëèì íà èíòåðâàë ìàëûõ p è èíòåãðàë â îêðåñòíî-ñòè ðîòîííîãî ìèíèìóìà p0. Ïåðâûé äàåò
Fphonon =

kTV

2π2~3

∫ pmax

0

dpp2 ln

(

1 − exp

[

− sp

kT

])

=

=
kTV

2π2

(

kT

~s

)3
∫ ∞

0

dxx2 ln

(

1 − e−x

)

,âòîðîé ïðèâîäèò ê
Froton =

kTV

2π2~3

∫ ∞

−∞

dz(p0 + z)2 ln

(

1 − exp

[

− ∆

kT
− z2

2M∗kT

])

.Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ðàñêëàäûâàåì ln(1 − ...) â ðÿä, ÷òî íåìåä-ëåííî ïðèâîäèò ê îòâåòó:
Fphonon = −π2k4T 4V

90~3s3
,

Froton = − (kT )3/2V p2

0

21/2π3/2M
1/2

∗ ~3

exp

[

− ∆

kT

]

.Èçó÷èì ñâîéñòâà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â ïðåäûäó-ùåé çàäà÷å.�àññìîòðèì òå÷åíèå ãåëèÿ ìàññû M ïî òðóáå ñî ñêîðîñòüþ V . Ïóñòü äëÿïðîñòîòû òåìïåðàòóðà ãåëèÿ ñíà÷àëà ðàâíà íóëþ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òðåíèÿ î ñòåíêè ñêîðîñòü ãåëèÿ èçìåíèëàñüíà u. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, ñòåíêè äîëæíû ïåðåäàòü æèäêîñòè èìïóëüñ p = Muè ýíåðãèþ ∆E = MV u = pV . Ïðè ýòîì â æèäêîñòè äîëæíà âîçáóäèòüñÿ êâàçè-÷àñòèöà ñ èìïóëüñîì p è ýíåðãèåé ǫ(p).Â ýòèõ ïðîöåññàõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëü-ñà. Îäíàêî, åñëè ǫ(p) èìååò âèä çàâèñèìîñòè, êîòîðûé îáñóæäàëñÿ â çàäà÷å ïðî�îíîíû è ðîòîíû, ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûì.17



Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî ǫ(p) < ∆E �óñëîâèå ýíåðãåòè÷åñêîé âûãîäíîñòè âîçáóæäå-íèÿ êâàçè÷àñòèöû. Åñëè æå íàêëîííàÿ ïðÿ-ìàÿ ∆E(p) = pV ëåæèò âñåãäà íèæå ãðà�è-êà ǫ(p) (îòñóòñòâóþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ñì.ðèñ.), ïðè ëþáîì çàäàííîì p ìû íå ñìîæåìâîçáóäèòü êâàçè÷àñòèöû íå íàðóøèâ çàêîíûñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èëè èìïóëüñà. Çàìåòèì,÷òî ñâîéñòâî ïðîïàäàåò, åñëè êîý��èöèåíò íà-êëîíà ïðÿìîé ∆E(p) = pV , ÷èñëåííî ðàâíûé
V äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, êîãäà ãðà�èêè ∆E(p) è
ǫ(p) íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ.Ôèçè÷åñêè îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîÿâëåíèþ ñâåðõòåêó÷åñòè �èñ÷åçíîâåíèþ âÿçêîãî òðåíèÿ ïðè òå÷åíèè æèäêîãî ãåëèÿ ñî ñêîðîñòüþ, íå ïðå-âîñõîäÿùåé íåêîòîðîé VKP . Îáñóæäåííîå ñâîéñòâî ñâåðõòåêó÷åñòè îòðàæàåò êîë-ëåêòèâèñòñêèé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîãî ãåëèÿ - òðåíèþ ïðèõîäèòñÿçàòîðìîçèòü êîëëåêòèâíîå äâèæåíèå èäåíòè÷íûõ áîçîíîâ, è äëÿ ýòîãî íóæíîìíîãî ýíåðãèè. Åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê òàêîé ýíåðãèè � ýíåðãèÿ êèíåòè÷åñêàÿ,ïîýòîìó ñ åå ðîñòîì ñâåðõòåêó÷åñòü ïðîïàäàåò.�àññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà T 6= 0, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ íèçêîé. Ìû ïî-ïðåæíåìó íå ìîæåì âîçáóäèòü êâàçè÷àñòèöû â ãåëèè, íî îíè óæå åñòü â ñèñòåìå, è�îíîíû è ðîòîíû. Êîíöåíòðàöèÿ èõ îïðåäåëÿåòñÿ áîçå-ðàñïðåäåëåíèåì (â ñëó÷àåðîòîíîâ îíî, êàê ìû âèäåëè, ïðåâðàùàåòñÿ â áîëüöìàíîâñêîå).Åñëè ãàç êâàçè÷àñòèö äâèæåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå ñî ñêîðîñòüþ V , ýíåðãèÿ êâà-çè÷àñòèöû ðàâíà ǫ(p) â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ. Â äâèæóùåéñÿ ñ-ìå ýíåðãèÿñòàíîâèòñÿ ðàâíîé

ǫ(p − mV ) = ǫ(p) − (∂pǫ)mV + ..., (∂pǫ) = p/V,òàê ÷òî ýíåðãèÿ îäíîé ÷àñòèöû áóäåò ǫ − ~p~V . Èìïóëüñ òàêîãî äâèæóùåãîñÿ ãàçàðàâåí
~P =

gV

h3

∫

d3p~pn(ǫ − ~p~V ).�àçëàãàÿ n â ðÿä â îêðåñòíîñòè ǫ, ïîëó÷èì, ÷òî ãëàâíûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿñîêðàùàåòñÿ èç çíà÷êîâîé ñèììåòðèè, à ñëåäóþùèé ðàâåí
~P = −gV

h3

∫

d3p~p(~p · ~V )
∂n

∂ǫ
.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî n(ǫ) � óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ~P = M̄ ~V , ãäå

M̄ > 0 � ìàññà, êîòîðóþ ïåðåíîñèò îïèñàííûé áîçå-ãàç.Ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàññà � íåñâåðõòåêó÷àÿ êîìïîíåíòà æèäêîñòè; îíà èñ÷åçàåòïðè T = 0, âåëè÷èíà åå ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ñïåêòðà êâàçè-÷àñòèö. Ïðè ýòîì â íåñâåðõòåêó÷óþ êîìïîíåíòó äàþò âêëàä êàê �îíîíû òàê èðîòîíû.Çàäà÷à:Ïîñ÷èòàòü �îíîííóþ è ðîòîííóþ ñîñòàâëÿþùèå íåñâåðõòåêó÷åé ïëîò-íîñòè. 18



Îòâåò:
ρph =

2π2(kT )4

45s2~3
ρrot =

2
√

M∗p
4

0

3(2π)3/2(kT )1/2~3
exp(−∆/kT ).Âñå îñòàëüíîå â æèäêîì ãåëèè-4, ò.å. ïëîòíîñòü ρ−ρph−ρrot, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñâåðõòåêó÷óþ êîìïîíåíòó.Çàäà÷à�àññìîòðèì èäåàëüíûé áîçå ãàç èç N àòîìîâ ìàññû m è íóëåâûì ñïèíîì.Äâèæåíèå ÷àñòèö îãðàíè÷åíî äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ ïëîùàäüþ A.à) Íàïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ µ(N, A, T ).á) Ïîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë äëÿ µ ðàñõîäèòñÿ ïðè µ → 0−. Âñåãäà ëè ñóùå-ñòâóåò îòðèöàòåëüíîå µ, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óðàâíåíèþ?â) Åñòü ëè Áîçå - êîíäåíñàöèÿ â äâóõìåðíîì ñëó÷àå?Îòâåò: µ = kT ln(1 − exp(−π~N/AmkT )).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êóíè Ô.Ì. "Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà".[2℄ À.Ñ. Êîíäðàòüåâ, Â.Ï. �îìàíîâ "Çàäà÷è ïî ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå"[3℄ Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëèâøèö Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà, Ì. 1976[4℄ Ì.Þ. Íàëèìîâ, Ò.Þ. Íîâîæèëîâà "Êâàíòîâûå ãàçû"[5℄ Roger Bowley, Mariana Sanhez "Introdutory Statistial Mehanis"[6℄ À.À. Àáðèêîñîâ, Ë.Ï. �îðüêîâ, È.Å. Äçÿëîøèíñêèé "Ìåòîäû êâàíòîâîé òåî-ðèè ïîëÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå"
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