
Îò òåðìîäèíàìèêè ê ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêåÊîìàðîâà Ì.Â., Íîâîæèëîâà Ò.Þ.Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë ê ñåìèíàðñêèì çàíÿ-òèÿì �Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà è òåðìîäèíàìèêà�, ïðîâîäèìûì äëÿ ñòóäåíòîâ IIIêóðñà �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ÑÏá�Ó.Ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè -ñåìèíàðèñòàìè â êà÷åñòâå äîìàøíèõ çàäàíèé, êîíòðîëüíûõ ðàáîò. Ìàòåðèàë òàê-æå ïîëåçåí ñòóäåíòàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé, áîëåå ãëóáîêîé ïîäãîòîâêè ê ýêçàìå-íó. Âñå çàäà÷è ñíàáæåíû îòâåòàìè äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ. Êàæäûéáëîê çàäà÷ ñîïðîâîæäàåòñÿ êîðîòêèì îïèñàíèåì òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íåîáõî-äèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ, è îòñûëêàìè ê êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Îòäåëüíûå çàäà÷è,ðåøåíèå êîòîðûõ âûçûâàåò íàèáîëüøèå çàòðóäíåíèÿ ó ýêçàìåíóþùèõñÿ ïî êóð-ñó ñòóäåíòîâ, ïîäðîáíî ðåøåíû; íîìåðà òàêèõ çàäà÷ â îáùåì ñïèñêå ïîìå÷åíûñèìâîëîì N .
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ãäå â êà÷åñòâå A, B, C �èãóðèðóåò ýíòðîïèÿ è ëþáûå äâå äðóãèå òåðìîäèíàìè-÷åñêèå âåëè÷èíû èç íàáîðà (p, T , V ). Òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ýòî âûðàæåíèåê âèäó, ñîäåðæàùåìó ëèøü ñïðàâî÷íûå âåëè÷èíû. Áîëåå ãðîìîçäêèì ÿâëÿåòñÿçàäàíèå, êîãäà èñõîäíî çàïèñûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå âêà÷åñòâå ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî ðàçíûõ âûðàæåíèé óïîìÿíóòîãî âèäà, íàïðèìåðñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå. Ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íàèáî-ëåå êîìïàêòíûì ñïîñîáîì.T29. Òî æå, ÷òî T28, íî â êà÷åñòâå C èñïîëüçîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïî-òåíöèàëû F , W , Φ, U .Êîììåíòàðèé ê çàäàíèÿì T28 è T29.Íåïîñðåäñòâåííûì îáúåêòîì èçìåðåíèÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ÿâëÿþòñÿ p, T , V ,âñåâîçìîæíûå òåïëîåìêîñòè, ñêàæåì, Cp, CV , è ñêîðîñòü çâóêà. Ïðè ýòîì áîëü-øîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ, â ÷àñòíîñòè, â êà-íîíè÷åñêîì àíñàìáëå � çàâèñèìîñòü p(V, T ), à òàêæå âñåâîçìîæíûå ïðîèçâîäíûå,êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ñî-äåðæàùèå ýíòðîïèþ, çà èñêëþ÷åíèåì óïîìÿíóòûõ, ÷àùå âñåãî íåóäîáíî íåïîñðåä-ñòâåííî èçìåðÿòü â ýêñïåðèìåíòå.Îêàçûâàåòñÿ, ëþáîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå âûðàæåíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçñïðàâî÷íûå âåëè÷èíû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ñïðàâî÷íûå âåëè÷èíû ìîæíî âû-ðàçèòü äðóã ÷åðåç äðóãà, íàïðèìåð, ñêîðîñòü çâóêà èëè Cp − CV .1.2 Êàê äîêàçûâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå òîæäåñòâàÂ êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå èç ÷åòûðåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí p, T , V , Sÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äâå. Ïîýòîìó îñìûñëåííà òîëüêî òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âêîòîðîé ðîâíî îäíà ïåðåìåííàÿ çà�èêñèðîâàíà. Íàïðèìåð, çàïèñü ∂p/∂Táåññìûñëåííà, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò èí�îðìàöèè î òîì, êàêóþ �óíêöèþ ìûäè��åðåíöèðóåì � p(T,S) èëè p(T,V ).×òîáû äîêàçûâàòü òîæäåñòâà, äîñòàòî÷íî ïîìíèòü ñâÿçü òåðìîäèíàìè÷åñêèõïîòåíöèàëîâ äðóã ñ äðóãîì è âûðàæåíèÿ äëÿ èõ äè��åðåíöèàëîâ (ñì. òàáë. 1), àòàêæå îñâîèòü òðè òåõíè÷åñêèõ ïðèåìà.Òàáëèöà 1.Íàçâàíèå Ïîòåíöèàë: Äè��åðåíöèàëû:Âíóòð. ýíåðãèÿ U dU = TdS − pdVÑâîá. ýíåðãèÿ F = U − TS dF = −SdT − pdVÝíòàëüïèÿ W = U + pV dW = TdS + V dpÏîòåíö. �èááñà Φ = U + pV − TS dΦ = −SdT + V dpÏðèåì 1 � ìåòîä ÿêîáèàíîâ. Ñëåäóåò óìåòü âûðàæàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîä-íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ÷åðåç ÿêîáèàíû ïåðåõîäà îò îäíèõ ïåðåìåííûõê äðóãèì (ïîäðîáíî ïðî ìåòîä ÿêîáèàíîâ èçëîæåíî â ïàðàãðà�å �Òåðìîäèíàìèêàïðîñòûõ ñèñòåì� â [1℄):
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{x, y} ê ïåðåìåííûì {X, Y }; ïðåäïîëàãàåòñÿ X(x, y), Y (x, y),
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.Òàêàÿ çàïèñü ÿêîáèàíà �îðìàëüíî ïîõîæà íà äðîáü ñ �÷èñëèòåëåì� è �çíàìåíàòå-ëåì�, õîòÿ íå ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ íè â êîåì ñëó÷àå. Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òîñ ÿêîáèàíàìè �îðìàëüíî ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáûêíîâåííûìè äðîáÿìè: ñî-êðàùàòü îäèíàêîâûå �÷èñëèòåëè� è �çíàìåíàòåëè�, âñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûé �åäè-íè÷íûé� ÿêîáèàí (ñ îäèíàêîâûì �÷èñëèòåëåì� è �çíàìåíàòåëåì�), ìåíÿòü ìåñòàìèâ ïðîèçâåäåíèè äâóõ ÿêîáèàíîâ îäèí�÷èñëèòåëü� ñ äðóãèì, ïðîäåëûâàòü òî æå ñî�çíàìåíàòåëÿìè�. Ïîäóìàéòå, êàê òàêîå óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî ââåäåííûõ îáîçíà-÷åíèé ñâÿçàíî ñ èçâåñòíîé òåîðåìîé ëèíåéíîé àëãåáðû î ñâîéñòâàõ äåòåðìèíàíòàïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö: det(A · B) = detA · det B.Ïðèåì 2 � òîæäåñòâà Ìàêñâåëëà. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåòóìåòü ïèñàòü ýòè òîæäåñòâà, ãëÿäÿ â òàáëèöó 1, è àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ èìè,
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“ ∂A

∂D

”

B
=
“∂C

∂B

”

D
⇒

“∂D

∂A

”

B
=
“∂B

∂C

”

D
.Ïðèåì 3 � �ñëîæíàÿ �óíêöèÿ�. Äîâîëüíî ÷àñòî íàì èçâåñòíà ÷àñòíàÿïðîèçâîäíàÿ ïðè îäíîì �èêñèðîâàííîì àðãóìåíòå, à òðåáóåòñÿ � ïðè äðóãîì,íàïðèìåð, èçâåñòíà (∂p/∂T )V , à òðåáóåòñÿ íàéòè (∂p/∂T )S. Â ïåðâîì âûðàæå-íèè ñëåäóåò äè��åðåíöèðîâàòü �óíêöèþ p(T, V ), à âî âòîðîì, ñîîòâåòñòâåííî,

p(T, S). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî p(T, S) ìîæíî ïîëó÷èòü èç p(T,V ), åñëè ïîä-ñòàâèòü âìåñòî V çàâèñèìîñòü V (T, S). Äè��åðåíöèðóÿ p(T, V (T, S)) ïî T êàêñëîæíóþ �óíêöèþ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå:
“ ∂p

∂T

”

S
=
“∂P

∂T

”

V
+
“ ∂p

∂V

”

T

“∂V

∂T

”

S
.Ïðèìåíåíèå äàííûõ ïðèåìîâ ïî-îòäåëüíîñòè è â ñîâîêóïíîñòè âåëèêîëåïíîïðîèëëþñòðèðîâàííî â ïàðàãðà�å �Çàäà÷è� ãëàâû �Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåðìî-äèíàìèêà� êíèãè [1℄.2 Ýíòðîïèÿ â òåðìîäèíàìèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé�èçèêå2.1 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ýíòðîïèèS1. Äâà îäèíàêîâûõ áðóñêà èìåþò ðàçíûå òåìïåðàòóðû: 0oC è 100oC. Èõ ïî-ìåñòèëè â òåðìîñ â êîíòàêòå äðóã ñ äðóãîì. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýíòðîïèÿ ñèñòå-ìû, êîãäà áðóñêè ïðèäóò â òåðìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå? Èçìåíåíèåì îáúåìà áðóñêîâ7



Ê çàäà÷å S6 Ê çàäà÷å S12ïðåíåáðå÷ü, òåïëîåìêîñòè áðóñêîâ C èçâåñòíû è íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû âèíòåðâàëå óñëîâèé, îãîâîðåííûõ â çàäà÷å. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðîöåññ íåîáðàòèì.S2. Òî æå, ÷òî â çàäà÷å S1, íî â èíòåðâàëå óñëîâèé, îãîâîðåííûõ â çàäà÷å,òåïëîåìêîñòü áðóñêà ëèíåéíî çàâèñèò îò èõ òåìïåðàòóðû C = bT ; íà÷àëüíûåòåìïåðàòóðû áðóñêîâ T1 = 10oK è T2 = 20oK, êîý��èöèåíò b èçâåñòåí.S3. Íà ãóêîâñêóþ ïðóæèíêó æåñòêîñòüþ K ïîäâåñèëè ãðóç ìàññîé m è îò-ïóñòèëè. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ïîñëå òîãî, êàê êîëåáàíèÿ çà-òóõíóò? Ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó ïðóæèíêè è êîìíàòû T ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîé,íåîáõîäèìûå òåïëîåìêîñòè èçâåñòíû. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðîöåññ íåîáðàòèì.S4. Òîê 0,5 Àìïåð òå÷åò ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå 2 îìà â òå÷åíèå 100 ñåêóíä. Íà-÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñèñòåìû 300o K, òåïëîåìêîñòü ïðîâîäà 0, 24 Äæ/Ê. Òåìïå-ðàòóðà ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû?S5. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ C çàðÿäèëè îò áàòàðåè ñ íàïðÿæåíèåì U ïðè òåì-ïåðàòóðå T . Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû â òàêîì ïðîöåññå? Íåîáõî-äèìûå òåïëîåìêîñòè èçâåñòíû.S6. �àññìîòðèì äâà êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ ν ìîëåé èäåàëü-íîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà èç ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 2 íà äèàãðàììå p(V ), ñì. ðèñ.:îäèí ïðîöåññ � èçîòåðìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå 1-2, âòîðîé � ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-èñõîäÿùèå èçîõîðè÷åñêèé è èçîáàðè÷åññêèå ïðîöåññû 1-3-2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δQòåïëîòó, êîòîðóþ ãàç ïîëó÷àåò ïðè íåêîòîðîì ìàëîì ñäâèãå ñîñòîÿíèÿ íà ãðà�èêå
p(V ).Ïðîèíòåãðèðîâàòü âäîëü êðèâûõ 1-2 è 1-3-2 âåëè÷èíó δQ/T è íàéòè, ÷åìóðàâíî åå èçìåíåíèå ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2 â îáîèõ ñëó÷àÿõ.S7. Âû÷èñëèòü èçìåíåíèå ýíòðîïèè ν ìîëåé èäåàëüíîãî ãàçà ïðè ðàñøèðåíèèâ âàêóóì, ïîëüçóÿñü 1) âåðîÿòíîñòíûì îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè 2) òåðìîäèíàìè-÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè. Ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàñøèðåíèè ó÷àñòâóåò N ìîëåêóëîäíîàòîìíîãî ãàçà, â õîäå ðàñøèðåíèÿ îáúåì ãàçà óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå.S8. Ñòèâåí Õîêèíã (1974, 1976) ðàññìîòðåë íåâðàùàþùóþñÿ ÷åðíóþ äûðóìàññû M êàê òåðìîäèíàìè÷åñêèé îáúåêò. Ïðè ýòîì îí ïîëüçîâàëñÿ �îðìóëàìèòåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðûì ÷åðíàÿ äûðà îáðàçóåòñÿ, êîãäà ðàäèóñ
Rs ìàññèâíîãî òåëà ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî ìàë, ÷òî âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòüíà åãî ïîâåðõíîñòè � ñêîðîñòü óáåãàíèÿ � ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, âñëåä-ñòâèå ÷åãî äàæå ñâåò íå ìîæåò ïîêèíóòü òàêîé êîñìè÷åñêèé îáúåêò: Rs = 2GM/c2,çäåñü Rs � ñ�åðà Øâàðöøèëüäà, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âíóòðåííÿÿýíåðãèÿ òàêîãî îáúåêòà âû÷èñëÿëàñü Õîêèíãîì ïî �îðìóëå E = Mc2.8



Õîêèíã âûâåë ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åðíîé äûðû:
S = kc3A/(4G~),ãäå A � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷åðíîé äûðû, k, c è ~ � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà,ñêîðîñòü ñâåòà è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè Õîêèíãà, íàéäèòåòåìïåðàòóðó ÷åðíîé äûðû.S9.Èñïîëüçóåì ïðåäïîëîæåíèÿ Õîêèíãà, ñ�îðìóëèðîâàííûå â óñëîâèè ê ïðåäû-äóùåé çàäà÷å. Ïðåäïîëîæèì, ÷åðíàÿ äûðà, êàê ëþáîé íàãðåòûé äî òåìïåðàòóðû

T îáúåêò, èçëó÷àåò ýíåðãèþ (è ìàññó) ïî çàêîíó Ñòå�àíà-Áîëüöìàíà. Íàïèøè-òå óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ìàññû ÷åðíîé äûðû. �åøèòå åãî. Ìîæåòåëè âû ïðåäëîæèòü ìåõàíèçì, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ èçëó÷åíèåÕîêèíãà?S10. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì õàðàêòåðíûé âîçðàñò Âñåëåííîé 5 ·
1017 ñåê. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèÿìè Õîêèíãà èç çàäà÷è S8, íàéäèòå ìàññó ÷åð-íîé äûðû, êîòîðàÿ èçëó÷èò ñåáÿ öåëèêîì (èñïðèòñÿ) êàê ðàç çà âðåìÿ ñóùåñòâî-âàíèÿ Âñåëåííîé.S11. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèÿìè Õîêèíãà èç çàäà÷è S8, îöåíèòå õàðàêòåðíîåâðåìÿ, çà êîòîðîå èñïàðèòñÿ ÷åðíàÿ äûðà ìàññîé 1000 òîíí. Ïðåäïîëîæèòå, êàêýòîò ïðîöåññ áóäåò âûãëÿäåòü äëÿ ñòîðîííåãî íàáëþäàòåëÿ.S12. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç N ÷àñòèö ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì µ, êîòîðûå ðàñ-ïîëîæåíû â ìàãíèòíîì ïîëå B è îðèåíòèðóþòñÿ â ïðîñòàíñòâå äâóìÿ ñïîñîáàìè �ïî ïîëþ ëèáî ïðîòèâ ïîëÿ (ñì. ðèñ.). Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà ±µB â çàâèñèìîñòèîò îðèåíòàöèè ñïèíà; áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ÷àñòèöàì ýíåðãå-òè÷åñêè âûãîäíî âûñòðîèòüñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî÷àñòèö â ñèñòåìå, èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíóþ ýíåðãèþ. Íàéäèòå ýíòðîïèþ ñèñòå-ìû êàê �óíêöèþ N , n. Ñ åå ïîìîùüþ îöåíèòå, ñêîëüêî ÷àñòèö ñî ñïèíàìè âäîëüïîëÿ èìååòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå T . ×àñòèöû ñ÷èòàòü íå âçàèìîäåéñòâóþùèìè äðóãñ äðóãîì è íå ñìåùàþùèìèñÿ èç óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. ×èñëî ÷àñòèöñ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèåé áîëüøîå.S13. Äëÿ ñèñòåìû ñïèíîâ, îïèñàííûõ â çàäà÷å S12, íàéäèòå çàâèñèìîñòü âíóò-ðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû îò òåìïåðàòóðû.S14. Äëÿ ñèñòåìû ñïèíîâ, îïèñàííûõ â çàäà÷å S12, íàéäèòå çàâèñèìîñòü íà-ìàãíè÷åííîñòè ñèñòåìû îò òåìïåðàòóðû.S15. �àññìîòðèì ìîäåëü îäíîìåðíîãî ïàðàìàãíåòèêà â âèäå êîëüöåîáðàçíîéäëèííîé öåïî÷êè îáëàäàþùèõ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõìîæåò èìåòü îäíó èç äâóõ îðèåíòàöèé (ââåðõ èëè âíèç, ñì. ðèñ, âèä ñâåðõó).Äîì�åíîì íàçîâåì ðàñïîëîæåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî ÷àñòèöû, èìåþùèå îäèíàêî-âîå íàïðàâëåíèå ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ, à äîì�åííîé ñòåíêîé � ãðàíèöû, îòäåëÿþ-ùèå îäèí äîìåí îò äðóãîãî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäóñîáîé òàê, ÷òî íà îáðàçîâàíèå íîâîãî äîìåíà (è, ñîîòâåòñòâåííî, äâóõ äîìåííûõñòåíîê) òðåáóåòñÿ �èêñèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ; ïóñòü òàêæå äîìåííûå ñòåíêè íå âçà-èìîäåéñòóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû îò 100oK äî 200oKâíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû âîçðàñòàåò â α ðàç. Ñêîëüêî ýíåðãèè ïîãëîùàåò ñè-ñòåìà ïðè îáðàçîâàíèè îäíîé äîìåííîé ñòåíêè?S16. Â ïðîöåññå òåïëîâûõ êîëåáàíèé àòîì â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ìîæåòñëó÷àéíî ïîêèíóòü ñâîå ìåñòî, âûëåòåâ èç êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íà ïîâåðõ-íîñòü êðèñòàëëà èëè ïðîéäÿ ñêâîçü êàêóþ-ëèáî ãðàíèöó âíóòðè êðèñòàëëà. Ïðèýòîì â ðåøåòêå âîçíèêàåò òî÷å÷åíûé äå�åêò � ò.í. �äå�åêò Ø�oòòêè�. Ýòîò äå�åêò÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëàõ. Íàëè÷èå äå�åêòîâ Øîòòêè9



Ê çàäà÷å S15 Ê çàäà÷å S18óìåíüøàåò ïëîòíîñòü êðèñòàëëà, ïîñêîëüêó àòîì, îáðàçîâàâøèé âàêàíñèþ, äè�-�óíäèðóåò íà åãî ïîâåðõíîñòü; äå�åêò òàêæå âëèÿåò íà ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ.Õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ íà îáðàçîâàíèå îäíîãî òî÷å÷íîãî äå�åêòàðàâíà ïðèìåðíî ǫ = 1 eV. Îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ êîíöåíòðàöèþ äå�åêòîâ ïðèêîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèè êðèñòàëëà, ñîäåðæàùå-ãî N àòîìîâ è n íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ äå�åêòîâ îïèñàííîãî òèïà. Íàñêîëüêîîïðàâäàííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå äå�åêòû íå âçàèìîäåéñòâó-þò äðóã ñ äðóãîì?S17. Äå�åêò Ôðåíêåëÿ � òî÷å÷íûé äå�åêò, îáðàçóþùèéñÿ â êðèñòàëëå, êîãäààòîì ñäâèãàåòñÿ â ìåæäîóçëèå, à íà åãî ìåñòå îáðàçóåòñÿ âàêàíñèÿ â êðèñòàëëè-÷åñêîé ðåøåòêå. Âàêàíñèÿ è ìåæäîóçåëüíûé àòîì ëåãêî ïåðåìåùàþòñÿ âíóòðèðåøåòêè çà ñ÷åò òåïëîâîé ýíåðãèè. Äå�åêòû Ôðåíêåëÿ ëåãêî îáðàçóþòñÿ òàêæåâ êðèñòàëëàõ ñî ñòðóêòóðîé àëìàçà è ïðåîáëàäàþò â êðèñòàëëàõ òèïà ãàëîèäîâñåðåáðà. Ýòè äå�åêòû íå âëèÿþò íà ïëîòíîñòü êðèñòàëëà. Â îáùåì ñëó÷àå â êðè-ñòàëëå ìîãóò áûòü è äå�åêòû Ôðåíêåëÿ è äå�åêòûØîòòêè, ïðè÷åì ïðåîáëàäàþòòå, äëÿ îáðàçîâàíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ìåíüøàÿ ýíåðãèÿ.Ïóñòü äëÿ îáðàçîâàíèÿ îäíîãî äå�åêòà Ôðåíêåëÿ òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ ǫ. Èç Nèìåþùèõñÿ àòîìîâ m ñëó÷àéíûõ àòîìîâ â ðåøåòêå ñìåñòèëèñü â ìåæäîóçëèå,÷èñëî ìåæäîóçëèé òàêæå N . Îöåíèòü ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå êîëè÷åñòâî äå�åêòîââ êðèñòàëëå ïðè òåìïåðàòóðå T . Äå�åêòû ñ÷èòàòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè äðóãñ äðóãîì.S18. �àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â êîòîðîé ñâîéñòâîìåõàíè÷åñêîé óïðóãîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ âåëè÷èíîé ýíòðîïèè. Èìååòñÿöåïî÷êà èç N øàðíèðíî ñâÿçàííûõ æåñòêèõ ëåãêèõ çâåíüåâ äëèíîé d. Äëèíîéöåïî÷êè l íàçûâàåì ðàññòîÿíèå ïî ïðÿìîé îò ïåðâîãî çâåíà äî ïîñëåäíåãî. Ïóñòüêàæäîå çâåíî ðàñïîëàãàåòñÿ âäîëü çàäàííîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ìîæåò èìåòü òîëüêîäâå âîçìîæíûå îðèåíòàöèè: ïîëîæèòåëüíóþ, êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå îòìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì çâåíîì, èëè îòðèöàòåëüíóþ, êîòîðàÿ óìåíüøàåò åå(ñì. ðèñ.). Çâåíüÿ ìîãóò ìåíÿòü îðèåíòàöèþ ñêà÷êîì. Îáîçíà÷èì ÷èñëî çâåíüåâ ñïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé n+, à ñ îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèåé n−.Ïóñòü öåïî÷êà íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì, ðîëü êîòîðîãî âûïîëíÿ-þò õàîòè÷åñêèå ùåë÷êè ïî öåïî÷êå, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþíåêîòîðûõ çâåíüåâ; ÷åì âûøå òåìïåðàòóðà òåðìîñòàòà, òåì ÷àùå è èíòåíñèâíååùåë÷êè.Ê êîíöàì öåïî÷êè ïðèëîæèëè ðàñòÿãèâàþùóþ ñèëó. Çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ10



ýíòðîïèè S(N, n+) è âû÷èñëèòü ñ åãî ïîìîùüþ çàâèñèìîñòü æåñòêîñòè òàêîé öå-ïî÷êè îò òåìïåðàòóðû. Ñ÷èòàòü l << Nd.S19.: Èìååòñÿ ïðóæèíà, ñèëà óïðóãîé äå�îðìàöèè êîòîðîé f = κx, ãäå x �âåëè÷èíà äå�îðìàöèè, à æåñòêîñòü κ ñëàáî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòèòî÷êè T0:
κ(T ) = α + β(T − T0) + γ(T − T0)

2.Çàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû â âèäå �óíêöèè ñëåäóþùèõ ïåðåìåííûõ:
F (T, x) è F (T, f). Âû÷èñëèòü ïðè òåìïåðàòóðå T0 ðàçíîñòü òåïëîåìêîñòè ïðóæè-íû ïðè �èêñèðîâàííîé ñèëå íàòÿæåíèÿ, Cf , è òåïëîåìêîñòè ïðè �èêñèðîâàííîéäëèíå, Cx.Ïðèìå÷àíèå: dF = −SdT + κxdx.S20. Ïðè êàêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðóæèíû â çàäà÷å S19 ïðè ðåçêîì ðàñòÿæåíèèìàòåðèàë ïðóæèíû áóäåò íàãðåâàòüñÿ?Ïðèìå÷àíèå: ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ýíòðîïèèïðóæèíû, ïîëó÷åííûìè â çàäà÷å S19, íàéäèòå, íàñêîëüêî ýíåðãèÿ ñèñòåìû âîç-ðàñòàåò çà ñ÷åò óïðóãîãî âêëàäà ïðè ìåäëåííîì èçîòåðìè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè èíàñêîëüêî ýòîò âêëàä îòëè÷àåòñÿ îò κx2/2. Êàê îò ýòîãî âêëàäà çàâèñèò, ïîãëî-ùàåò èëè îòäàåò òåïëî ïðóæèíà ïðè ìåäëåííîì èçîòåðìè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè? ×òîìåíÿåòñÿ ïðè ðåçêîì ðàñòÿæåíèè?S21. Ñèñòåìà N ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 ïðè ïðèáëèæåíèè ê òåìïåðàòóðå T0 äå-ìîíñòðèðóåò ñèëüíóþ çàâèñèìîñòü ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû, ïðèýòîì âåùåñòâî èç ïàðàìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ) ïåðå-õîäèò â �åððîìàãíèòíîå (ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ). Ñîîòâåñòâóþùèå ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå ñòóäåí÷åñêîé ëàáîðàòîðèè áûëè àïðîêñèìèðîâàíû ïðÿìîé
C(T ) = C0(2T/T0 − 1) íà ïðîìåæóòêå T0/2 < T < T0, ïðè îñòàëüíûõ òåìïåðàòó-ðàõ ýêñïåðèìåíò ëàáîðàòîðèè äàë ïðàêòè÷åñêè íóëåâóþ òåïëîåìêîñòü. Âû÷èñëè-òå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå èçìåíåíèå ýíòðîïèè ñèñòåìû, ïîëüçóÿñü ñíà÷àëà äàí-íûìè ñòóäåí÷åñêîé ëàáîðàòîðèè, à çàòåì ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿýíòðîïèè ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ S = k ln W . Ñðàâíèâàÿ ïîëó-÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñêàæèòå çíà÷åíèå êîíñòàíòû C0.S22. Ïðè ïðîõîæäåíèè çâóêîâîé âîëíû ÷åðåç óïðóãóþ ñðåäó â íåé âîçíèêà-åò ïåðåìåííîå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå, õàðàêòåðèçóåìîå íåêîòîðîé àìïëèòóäîé ∆p.Ïðè ýòîì ãðîìêîñòü çâóêà, èçìåðÿåìóþ â äåöèáåëàõ, ââîäÿò ïðè ïîìîùè �îðìóëû
20 lg(∆p/p0), ãäå p0 = 20 ìêÏà � îïîðíîå äàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîðîãó ñëû-øèìîñòè ñèíóñîèäàëüíîé çâóêîâîé âîëíû ÷àñòîòîé 1 ê�ö. �àññìîòðèì òàáëèöóñâÿçè ãðîìêîñòè è çâóêîâîãî äàâëåíèÿ:Äåöèáåëû ∆p, Í/ì2 Ïðèìåð çâóêà80 0.2 Øóìíàÿ óëèöà90 0.645 Ôîðòèññèìî áîëüøîãî ñèì�. îðêåñòðà100 2 Êëåïàëüíàÿ ìàøèíà110 6.45 Ïíåâìàòè÷åñêèé ìîëîò120 20 �åàêòèâíûé äâèãàòåëü áëèæå 5 ìåòðîâ130 64.5 Áîëåâîé ïðåäåëÂûáðàòü îäèí ïðèìåð çâóêà èç òàáëèöû è âû÷èñëèòü, íàñêîëüêî �ëóêòóèðóåòâ ñîîòâåòñòâóþùåé çâóêîâîé âîëíå òåìïåðàòóðà ãàçà. Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæåíîáëàäàòü èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð äëÿ òîãî, ÷òîáû çà�èêñèðîâàòü ýòè �ëóêòóàöèè?Ñ÷èòàéòå àòìîñ�åðó èäåàëüíûì äâóõàòîìíîì ãàçîì.Ïðèìå÷àíèå: ïåðåä ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ âïîì-íèòü, êàê ïîñðåäñòâîì ëèàíåðèçàöèè óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è óðàâíåíèÿ äâè-11



æåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîëó÷èòü óðàâíåíèå çâóêîâîé âîëíû. Ïîäðîáíî îáýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â îäíîé èç çàäà÷ ãëàâû �Ôåíîìåíîëîã÷åñêàÿòåðìîäèíàìèêà� êíèãè [1℄.2.2 Êàê ðåøàòü çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ �ýí-òðîïèÿ�Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü äàâëåíèå, òåìïåðà-òóðó è îáúåì, à òàêæå èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë î÷åâèäíû äàæå íà÷èíàþùåìó èçó-÷àòü òåðìîäèíàìèêó âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðèáîðû, èçìåðÿþùèå ýòè âåëè÷èíû,èçâåñòíû êàæäîìó. Îäíàêî ýíòðîïèþ, ïî ñóòè ðàâíîïðàâíóþ ñ ýòèìè ïåðåìåííû-ìè, ÷àñòî âñòðå÷àþò ñ íåäîóìåíèåì � åå íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèòü è íåòàê ïðîñòî ñ�îðìóëèðîâàòü åå �èçè÷åñêèé ñìûñë. Äàííûé ðàçäåë èëëþñòðèðóåò,êîãäà æå âû÷èñëåíèå ýíòðîïèè îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè ïîëåçíûì.Çàäà÷è S1-S6 èëëþñòðèðóþòíåîáðàòèìûå ïðîöåññû, â õîäå êîòîðûõ ýíòðîïèÿâñåãäà âîçðàñòàåò.Çàäà÷à S6 äîñòàòî÷íî ïðîñòà â ðåøåíèè, ìû îñòàâëÿåì åå äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-íîãî ðåøåíèÿ. Ïðîêîììåíòðèðóåì ëèøü âàæíûé èäåîëîãè÷åñêèé ìîìåíò. Èäå-àëüíûé ãàç ïðåêðàñíî èëëþñòðèðóåò òîò �àêò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U çàâèñèòòîëüêî îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè íà äèàãðàììå p(V ), íî íå îò �òðàåêòîðèè�, ïî êîòî-ðîé ñèñòåìà ïðèøëà â ýòó òî÷êó. Ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè
∆U çàâèñèò òîëüêî îò êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷êè íà äèàãðàììå. Îäíàêî, ðàáî-òà, ñîâåðøàåìàÿ èäåàëüíûì ãàçîì (δA, ÷èñëåííî ðàâíàÿ ïëîùàäè ïîä ãðà�èêîìêðèâîé p(V )), à âìåñòå ñ íåé è ïåðåäàííàÿ òåïëîòà δQ, çàâèñÿò îò �îðìû êðè-âîé p(V ). Íà ÿçûêå òåîðèè �óíêöèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ ðàáîòûè òåïëîòû δA è δQ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äè��åðåíöèàëàìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõïåðåìåííûõ, à ñàìè ýòè âåëè÷èíû íå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (çà-âèñÿò íå òîëüêî îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè íà äèàãðàììå). Â îòëè÷èå îò âíóòðåííåéýíåðãèè è äðóãèõ ò.-ä. ïîòåíöèàëîâ, äëÿ íèõ íåëüçÿ çàïèñàòü äè��åðåíöèàëüíûåðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â òàáë. 1.Ê ñ÷àñòüþ, åñëè ðàçáèòü êðèâóþ íà áåñêîíå÷íî ìàëûå èíòåðâàëû è íà êàæ-äîì âû÷èñëèòü dS = δQ/T , à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàòü âåëè÷èíû dS âäîëü êðèâîé,ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ∆S ñíîâà çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé èêîíå÷íîé òî÷åê 1 è 2, à íå îò �îðìû êðèâîé. Èíûìè ñëîâàìè, ââåäåíèå ïåðå-ìåííîé S îñìûñëåííî ïðè ðàññìîòðåíèè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ, èáî ïåðåâîäèò ðàñ-ñìîòðåíèå òåïëîïåðåäà÷è íà ÿçûê ïîëíûõ äè��åðåíöèàëîâ è îñâîáîæäàåò íàñ îòíåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà �îðìîé ëèíèé íà PV -äèàãðàììå. Ôàêòè÷åñêè, ïðè ðå-øåíèè çàäà÷è âàì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå èçâåñòíûé �àêò îòîì, ÷òî ýíòðîïèÿ � �óíêöèÿ òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (â îòëè÷èå îò òåïëîòûè îò ðàáîòû), à çàòåì, â çàäà÷å S7, óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìîäèíàìè÷å-ñêîãî è ñòàòèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèé äëÿ ýíòðîïèè.Çàäà÷à S8.Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì dU = TdS − pdV èç òàáë. 1. Âòîðîå ñëàãàåìîåçäåñü ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå âíåøíèõ ñèë, îäíàêî â îïèñàííîé ñèñòåìå âíåøíèåñèëû îòñóòñòâóþò, δA = −pdV = 0. Îòñþäà
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Âûðàæàÿ õîêèíãîâñêóþ ýíòðîïèþ è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ U ÷åðåç M ,
S =

kc3π

G~

„

2GM

c2

«2

, U = Mc2äè��åðåíöèðóÿ S è U ïî M è ïîäñòàâëÿÿ â (1), ïîëó÷èì îòâåò: T = ~c3/(8πGkM).Çíà÷èò, ÷åì ëåã÷å ÷åðíàÿ äûðà, òåì îíà ãîðÿ÷åå.Çàäà÷à S12.Ïóñòü äëÿ íà÷àëà ÷èñëî n â ñèñòåìå íåèçìåííî (ðàññìàòðèâàåì ìèêðîêàíîíè-÷åñêèé àíñàìáëü, ÌÊÀ).Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè, S = k lnW , ãäå W� ÷èñëî ìèêðîñîñòîÿíèé, êîòîðûìè ìîæíî ðåàëèçîâàòü äàííîå ìàêðîñîñòîÿíèå.Ìèêðîñêîïè÷åñêè ñèñòåìà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îðèåíòàöèåé â ïðîñòðàíñòâå êàæ-äîé ÷àñòèöû, îäíàêî ìàêðîñêîïè÷åñêè ìû ñìîæåì íàáëþäàòü òîëüêî ñëåäñòâèÿòîãî, ÷òî îäíè ÷àñòèöû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ, à äðóãèå � îòðèöàòåëüíóþ ýíåð-ãèè. Íàïðèìåð, ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, îáñóæäàåìàÿ â çàäà÷å S14, òàêæåêàê è n áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìàêðîïàðàìåòðîì � îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ ñîîò-âåòñâóþò ðàçíûå ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö. Åñëè ââåñòè ïàðàìåòð ǫ = 2µB (ðàçíîñòüýíåðãèé â ñîñòîÿíèè ñ îðèåíòàöèåé ÷àñòèöû ïðîòèâ ïîëÿ è ïî ïîëþ), âíóòðåííÿÿýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà
U = nǫ/2 − (N − n)ǫ/2 = nǫ − Nǫ/2 (2)×èñëî ñîñòîÿíèé ñ äàííîé ýíåðãèåé (âûðîæäåíèå) ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü,ïîñ÷èòàâ ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæíî ðàññòàâèòü n �ïîëîæèòåëüíûõ� ÷àñòèöâ ñèñòåìå,

W =
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.Âñå òàêèå ñîñòîÿíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíûñ òî÷êè çðåíèÿ ìàêðîíàáëþäàòåëÿ. Òàêæå ðàçóìíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîéÑòèðëèíãà
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2πx · (x/e)x,êîòîðàÿ äàæå ïðè çíà÷åíèÿõ x ∼ 1 ðàáîòàåò ñ òî÷íîñòüþ óæå 8%.Ïîëó÷èì
S = k ln W = k (N lnN − n ln n − (N − n) ln(N − n)) . (3)Òàê æå êàê è â çàäà÷å S8, âíåøíèå ñèëû â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò, δA = 0,ïîýòîìó �îðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü
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.Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð òåìïåðàòóðû íå èìååò ñìûñëà â ðàìêàõ ÌÊÀ, òàêæå êàê èèçìåíåíèå ýíåðãèè dU , âåäü ýíåðãèÿ ñèñòåìû çà�èêñèðîâàíà â ýòîì àíñàìáëå. Îä-íàêî �îðìàëüíî îïðåäåëåííàÿ òåìïåðàòóðà ÌÊÀ áóäåò ñîâïàäàòü ñ òåìïåðàòóðîéâ êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè àíñàìáëåé. Ïîýòîìó ïîñëåäíååðàâåíñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ñè-ñòåìà ñïèíîâ íàõîäèòñÿ óæå â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì, à îáìåí ýíåðãèè ñèñòåìûè òåðìîñòàòà ïðèâîäèò ê ïðîöåññàì ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ñïèíîâ, ïðè÷åì â ñðåäíåì13



÷èñëî ñïèíîâ êàæäîé îðèåíòàöèè ïîñòîÿííî, òàê êàê èìååò ìåñòî äèíàìè÷åñêîåðàâíîâåñèå.Äè��åðåíöèðóÿ (2, 3) ïî n, íàéäåì ñâÿçü T è n:
1

T
=

k

ǫ
ln

N − n

n
⇒ n =

N

1 + exp(ǫ/(kT ))
.Óäèâèòåëüíî, íî â êà÷åñòâå îòâåòà ìû ïîëó÷èëè çíàìåíèòóþ �îðìóëó ðàñïðå-äåëåíèÿ Ôåðìè, êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü âàæíåéøóþ ðîëü â îïèñàíèè �åðìè-÷àñòèö� ÷àñòèö, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò çàïðåò Ïàóëè.Çàäà÷à S18.Ïóñòü ñèëà íàòÿæåíèÿ ðàâíà F . �àáîòà ïî ðàñòÿæåíèþ òàêîé �ïðóæèíû� íà

dl ðàâíà Fdl.Â çàäà÷å îïèñàíî äâà ïðîòèâîáîðñòâóþùèõ ìåõàíèçìà. Íàëè÷èå î÷åíü áîëü-øîãî ÷èñëà õàîòè÷åñêèõ ùåë÷êîâ (ïðåäåë âûñîêèõ òåìïåðàòóð) ïðèâåëî áû ê òî-ìó, ÷òî ïðèìåðíî ïîëîâèíà èìåþùèõñÿ çâåíüåâ èìåëà áû ïîëîæèòåëüíóþ, à ïî-ëîâèíà � îòðèöàòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, ïðè ýòîì äëèíà öåïî÷êè îáðàòèëàñü áû âíîëü íåñìîòðÿ íà ðàñòÿãèâàþùóþ ñèëó. Â ïðåäåëå æå íèçêèõ òåìïåðàòóð (îòñóò-ñòâèå ùåë÷êîâ) ñêîëü óãîäíî ñëàáàÿ ñèëà ðàñòÿíóëà áû öåïî÷êó äî ìàêñèìàëüíîéäëèíû Nd.Ïåðâûé ìåõàíèçì õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ âëèÿíèÿ òåðìîñòàòà è õàî-òè÷íîñòüþ öåïî÷êè (ýíòðîïèåé), îí ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó â ýíåðãèþ ñèñòåìû TdS.Âòîðîé ìåõàíèçì äàåò â ýíåðãèþ âêëàä çà ñ÷åò ðàáîòû ïî ðàñòÿæåíèþ öåïî÷êè
Fdl. Îïèñàííûå âêëàäû ðàâíûì îáðàçîì âëèÿþò íà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû:

dE = TdS + Fdl.Åñëè öåïî÷êà â ñðåäíåì íåïîäâèæíî ðàñòÿíóòà äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû, èâ ñðåäíåì íå ïîãëîùàåò ïðè ýòîì òåïëîòó èçâíå, òî E =
onst è îáà ìåõàíèçìà�óðàâíîâåøèâàþò� äðóã äðóãà. Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñèëó, òðåáóþùóþñÿ,÷òîáû óäåðæèâàòü öåïî÷êó â ðàâíîâåñèè:
F = −T

„

∂S

∂l

«

E

.Íàéäåì ýíòðîïèþ öåïî÷êè, âîñïîëüçîâàâøèñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÌÊÀ è ÊÀ èñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè. Â êà÷åñòâå ìàêðîïàðàìåòðà óäîáíî ðàñ-ñìîòðåòü, íàïðèìåð, ÷èñëî çâåíüåâ ñ ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé:
S = k ln W, W =

N !

n+!(N − n+)!
, l = (n+ − n−)d = (2n+ − N)d.Òîãäà, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Ñòèðãèíãà, èìååì

S = k(N lnN − n ln n − (N − n) ln(N − n)),ïîýòîìó
F = −T

 

∂S

∂l

!

E

= −T
(∂S/∂n+)E

(∂l/∂n+)E
=

kT

2d
ln

N − n+

n+
= −kT

2d
ln

Nd − l

Nd + l
.Åñëè l/Nd ìàëî, âûðàæåíèå ïîä ëîãàðè�ìîì ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ðÿä,è F ≃ kT l/(Nd2) ò.å. öåïî÷êà áóäåò ñòàíîâèòüñÿ áîëåå æåñòêîé ïðè íàãðåâàíèè.Âåëè÷èíà kT/(Nd2) èãðàåò ðîëü ðàñòóùåé ñ òåìïåðàòóðîé æåñòêîñòè ñèñòåìû.14



Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü ñâÿçü ýêñòðåìóìîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõïîòåíöèàëîâ ïðè ïîèñêå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñ ìàòåðèàëîì ìîæíî îçíàêî-ìèòüñÿ ïîäðîáíåå â ãëàâå 3, ��Îñíîâû òåðìîäèíàìèêè äèýëåêòðèêîâ è ìàãíåòèêîâ�êíèãè [6℄.2.3 Îòâåòû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿS1: ∆S = C ln(3232/(273 ∗ 373)) ≃ 0.024 · C > 0.S2: ∆S = b(2Tk − 30) ≃ 1, 62b.Ïðèìå÷àíèå. Êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà ñèñòåìû Tk íå ðàâíà 15oK.S3: δS = m2g2/(2KT ).S4: 0.127 Äæ/Ê.S5: ∆S = CU2/(2T ) Ïðèìå÷àíèå. Áàòàðåÿ ñîâåðøàåò ðàáîòó qU .S6: Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòâåò áóäåò νR ln 2, ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïî-ñòîÿííàÿ.S7: Òîò æå îòâåò, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Îáðàòèòå îáðàòèòå âíèìàíèå,÷òî õîòÿ, êàê è â ïðîöåññå 1-3 çàäà÷è S6, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà íå ìåíÿåò-ñÿ, ðàáîòà ãàçà îáðàùàåòñÿ â íîëü è íå ðàâíà ïëîùàäè ïîä ãðà�èêîì èçîòåðìû:�ïðàâèëî î ïëîùàäè ïîä ãðà�èêîì� âåðíî ëèøü äëÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.Çàäà÷à, î òîì, êàê ðàñøèðÿåòñÿ â âàêóóì âåùåñòâî ñ ïðîèçâîëüíûì óðàâíå-íèåì ñîñòîÿíèÿ, ðàññìîòðåíà â [1℄.S8: T = ~c3/(8πGkM).S9: M(t) = 3

p

M3
0 − 3αt, ãäå M0 � íà÷àëüíàÿ ìàññà ÷åðíîé äûðû,

α = σ~
4c6/(28π3G2k4) ≃ 4 · 1015,

k è σ � ïîñòîÿííûå Áîëüöìàíà è Ñòå�àíà-Áîëüöìàíà. Âáëèçè ãîðèçîíòà ñîáû-òèé ÷åðíîé äûðû îáðàçóþòñÿ ïàðû òèïà ÷àñòèöà-àíòè÷àñòèöà, èç êîòîðûõ îäíà,îêàçàâøàÿñÿ ÷óòü âûøå ãîðèçîíòà, óëåòàåò, óíîñÿ ýíåðãèþ, à äðóãàÿ, îáëàäàþùàÿîòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé, ïàäàåò â ÷åðíóþ äûðó, óìåíüøàÿ åå ìàññó. Ïîäðîáíååìîæíî ïðî÷èòàòü çäåñü:http://arxiv.org/abs/gr-q
/0304042S10: ×åðíàÿ äûðà ìàññîé 2 · 1011.S11: Çà 83 ñåêóíäû. Êàê âçðûâ.S12: S = k (N ln N − n lnn − (N − n) ln(N − n)), n = N/(1 + exp(ǫ/(kT ))), ãäå
ǫ = 2µB � ðàçíîñòü ýíåðãèé ÷àñòèö ñ ðàçíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèåé.S13: U = Nǫ tanh(ǫ/kT ), ãäå tanh � ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.S14: M = Nµ tanh(ǫ/kT ).S15: Ïîãëîùàåòñÿ 2kT ln(α/2 +

p

α2 + 4(α − 1)/2).S16: Ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîãî ãàçà îïðàâäàííî, òàê êàê îòíîñèòåëüíàÿ êîí-öåíòðàöèÿ ïðè ǫ ïîðÿäêà 1 ýÂ ñîñòàâèò
n

N
=

1

eǫ/kT − 1
≃ 10−17.Ëþáîïûòíî, ÷òî â êà÷åñòâå îòâåòà ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-Ýéíøòåéíà.S17: m/N = (exp(ǫ/2kT ) + 1)−1.S18: Æåñòêîñòü kT/(Nd2), ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.S19: F (T, x) = F0(T ) + κx2/2, F (T, f) = F0(T ) + f2/(2κ), ãäå F0 � íåêîòîðàÿ�óíêöèÿ òîëüêî òåìïåðàòóðû; Cf −Cx = Tβ2x2/α. Ïðèìå÷àíèå: âû÷èñëèòå ïðèïîìîùè F ýíòðîïèþ è âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì òåïëîåìêîñòè.15



S20: Ïðè T > T0 − β/(2γ) ïðóæèíà áóäåò îòäàâàòü òåïëî â îêðóæàþùóþñðåäó â óñëîâèÿõ ìåäëåííîãî èçîòåðìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Â ýòîì æå ñëó÷àå ååìàòåðèàë áóäåò ãðåòüñÿ ïðè ðåçêîì ðàñòÿæåíèè.S21: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äàåò C0 = Nk ln 2/(1 − ln 2).S22: Ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû (â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ): 1.7 · 10−4, 5.5 · 10−4,
1.7 · 10−3, 5.5 · 10−3, 1.7 · 10−2, 5.5 · 10−2; �ëóêòóàöèè íà óðîâíå áîëåâîãî ïðåäåëàñïîñîáåí çà�èêñèðîâàòü äàæå òåðìîïàðíûé äàò÷èê, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí îáëàäàåòìàëûìè ðàçìåðàìè è î÷åíü íèçêîé òåïëîåìêîñòüþ.3 Ñòàòñóììû è ðàñïðåäåëåíèÿ â êàíîíè÷åñêîìàíñàìáëå3.1 Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ èñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëåA1. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè ñðåäíèé ìîäóëüîòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äâóõ ìîëåêóë < |V2 − V1| >.A2. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè ñðåäíåå îò ìî-äóëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðîñòåé äâóõ ìîëåêóë < |V2 · V1| >.A3. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè îäíîé ìîëåêóëû.A4. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî 
óììå ýíåðãèé äâóõ ìîëåêóë.A5. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî 
óììå ýíåðãèé n ìîëåêóë.A6. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî 
óììå èìïóëüñîâ äâóõ ìîëåêóë.A7. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà íàéòè �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî 
óììå èìïóëüñîâ òðåõ ìîëåêóë.A8. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïîëó÷èòü �óíêöèþðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì ∆E ýíåðãèè ñèñòåìû îò ñðåäíåãî çíà÷å-íèÿ Ē (�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî �ëóêòóàöèÿì). Îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåìãëàâíîãî íåòðèâèàëüíîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ïî ∆E/Ē è ïåðâîé ïîïðàâêîé ê íåìó.A9. Íàéòè ñðåäíèé èìïóëüñ, ïåðåäàâàåìûé ìîëåêóëîé îäíîàòîìíîãî ìàêñâåë-ëîâñêîãî ãàçà ïðè óäàðå î ïîâåðõíîñòü ñîñóäà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ãàç. Ñòîëêíî-âåíèÿ ñ÷èòàòü àáñîëþòíî óïðóãèìè.A10. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêèé èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç, âûòåêàþùèé÷åðåç ìàëåíüêóþ äûðî÷êó èç ñîñóäà ñ òåìïåðàòóðîé T . Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ ìîëåêóë â ñòðóå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòè.A11. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêèé èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç, âûòåêàþùèé÷åðåç ìàëåíüêóþ äûðî÷êó èç ñîñóäà ñ òåìïåðàòóðîé T . Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ â ñòðóå ïî ýíåðãèè âûëåòàþùèõ ÷àñòèö.A12. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêèé èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç, âûòåêàþùèé÷åðåç ìàëåíüêóþ äûðî÷êó èç ñîñóäà ñ òåìïåðàòóðîé T . Íàéòè ñðåäíåå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòåé äâóõ ìîëåêóë â ñòðóå âûëåòàþùèõ ÷àñòèö, < ~V1 · ~V2 >.A13. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëà < θ > ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ìîëå-êóë èäåàëüíîãî ãàçà, âûëåòàþùèõ ÷åðåç ìàëåíüêóþ äûðî÷êó èç ñîñóäà â âàêóóì,è íîðìàëüþ ê ñòåíêå ñîñóäà. 16



A14. Äëÿ ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà íàéòè ïîïðàâêó ê ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììåèäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà.A15. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíÿòñÿ òåïëîåìêîñòè Cp è CV , åñëè ó÷åñòü,÷òî èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêèé?A16. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è ìàññà èäåàëü-íîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îí ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêèé?A17. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü çâóêà èäåàëüíîãî îäíîàòîì-íîãî ãàçà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îí ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêèé?A18. Íàéòè ñðåäíèé èìïóëüñ, ïåðåäàâàåìûé óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ãàçîì âåäèíèöó âðåìåíè ïðè óäàðå î åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ïîâåðõíîñòè ñîñóäà, â êîòîðîìíàõîäèòñÿ ãàç. Ñòîëêíîâåíèÿ ñ÷èòàòü àáñîëþòíî óïðóãèìè. Òåìïåðàòóðà ãàçà T .A19. Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî èäåàëüíîãî ãàçà íàéòè ñðåäíþþ ýíåðãèþìîëåêóëû.A20. Äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà â òðóáå âûñîòîé h, íàõîäÿùåãîñÿ âîäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè g, íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîëíîé ýíåðãèèîäíîé ìîëåêóëû.A21. Äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ïîëåòÿæåñòè g, íàéòè ñðåäíþþ ïîëíóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû.A22. Äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ïîëåòÿæåñòè g, íàéòè ñðåäíèé ìîäóëü îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äâóõ ìîëåêóë, < |V2 −
V1| >.A23. Äëÿ îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ïîëåòÿæåñòè g, íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà îò âûñîòû. Àòìîñ�åðó ñ÷èòàòü èçî-òåðìè÷åñêîé.A24. Íà ïëàíåòå Õ îò ñåâåðíîãî ïîëþñà ê þæíîìó ïðîâåðòåëè äûðêó íà-ñêâîçü è çàïîëíèëè åå îäíîàòîìíûì èäåàëüíûì ãàçîì 
 ìàññîé ìîëåêóë m. Íàéòèñòàòñóììó ýòîãî èäåàëüíîãî ãàçà. Ñ÷èòàòü ðàäèóñ ïëàíåòû áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþñ îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, èìåþùèìè ðàçìåðíîñòü äëèíû; â àñèìïòîòè-÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ óêàçàòü ïåðâóþ ïîïðàâêó. Òåìïåðàòóðà ãàçà T ïîñòîÿííà,óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî g0.A25. Íà ïëàíåòå Õ îò ñåâåðíîãî ïîëþñà ê þæíîìó ïðîâåðòåëè äûðêó íà-ñêâîçü è çàïîëíèëè åå îäíîàòîìíûì èäåàëüíûì ãàçîì ìàññîé m ìîëÿðíîé ìàñ-ñîé µ. Íàéòè òåïëîåìêîñòü ýòîãî ãàçà, CV . Ñ÷èòàòü ðàäèóñ ïëàíåòû áîëüøèì ïîñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, èìåþùèìè ðàçìåðíîñòü äëèíû;â àñèìïòîòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ óêàçàòü ïåðâóþ ïîïðàâêó. Òåìïåðàòóðà ãàçà Tïîñòîÿííà, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî g0.A26. Íàéòè ýíòðîïèþ äâóõìåðíîãî èäåàëüíîãî ãàçà, èìåþùåãî ïðè òåìïåðà-òóðå T ýíåðãèþ U .A27. Íàéòè ñòàòñóììó ñèñòåìû, îïèñàííîé â çàäà÷å S12.A28. Ñòàòñóììà íåèäåàëüíîãî ãàçà èìååò âèä

Z =

 

V − Nβ

N

!N 

mkT

2π~2

!3N/2

eN2α2/(V kT )ãäå α è β - êîíñòàíòû. Íàéòè äàâëåíèå ãàçà. Ïðèâåñòè âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ê�îðìóëå Âàí-äåð-Âààëüñà è îòîæäåñòâèòü ïàðàìåòðû α è β ñ ïàðàìåòðàìè ãàçàÂàí-äåð-Âààëüñà.A29. �àñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì íåéòðîíîâ èç ðåàêòîðà èññëåäóåòñÿ ïðè ïî-ìîùè äåòåêòîðà. Íåéòðîí ïðîëåòàåò â äåòåêòîðå ïóòü 10 ìåòðîâ, ñêîðîñòü íåé-òðîíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî âðåìåíè, êîòîðîå òðåáóåòñÿ íåéòðîíó, ÷òîáû ïðåîäîëåòü17



ýòî ðàññòîÿíèå. Â òàáëèöå äàíî ÷èñëî íåéòðîíîâ, êîòîðûå ïðîëåòàëè äåòåêòîð çàçàäàíîå êîëè÷åñòâî ìèëëèñåêóíä.N 1.2 2.7 8.2 13.4 19.0 20.5 18.8 15.0 11.3 7.2 4.1 2.1t 30 15 7.5 5 3.75 3 2.5 2.14 1.87 1.67 1.5 1.2a) Ïîñòðîéòå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿìá) Äîêàæèòå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî èìåòü âèä f(u) = Ku3e−mu2/(2kT ),ãäå T - òåìïåðàòóðà ðåàêòîðà.â) Íàéäèòå ïî ãðà�èêó òåìïåðàòóðó ðåàêòîðàA30. Êîíòàêòû êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ C è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè L ñîåäè-íåíû ïîïàðíî. Ñèñòåìà íå ïîäêëþ÷åíà ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ, îäíàêî, ââèäóòåïëîâûõ �ëóêòóàöèé, â öåïè âîçíèêàåò øóìîâîå íàïðÿæåíèå. Ñâÿçàòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå øóìîâîãî íàïðÿæåíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé ñèñòåìû. Ïðèìå-÷àíèå: óáåäèòåñü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ En =
~ω(n + 1/2), ãäå ω = 1/

√
LC.A31. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå ñâÿ-çàíà ñî ñòàòñóììîé Θ âûðàæåíèåì

Ecp = − 1

Θ

∂Θ

∂(kT )−1
.Ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ ïî-ëó÷åíûé ðåçóëüòàò, ñâÿæèòå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ýíåðãèè ñî ñòàòñóì-ìîé. Âûðàçèòå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ýíåðãèè ÷åðåç òåìïåðàòóðó è CV .A32. N ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 âûñòðîåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé, ñïèí êàæäîé÷àñòèöû íàïðàâëåí èëè ââåðõ èëè âíèç. Âçàèìîäåéñòâóþò ëèøü áëèæàéøèå äðóãê äðóãó ÷àñòèöû, ïðè÷åì åñëè ñïèíû ó íàõ ñîíàïðàâëåíû, ýíåðãèÿ âçàèìîäåé-ñòâèÿ ðàâíà J , à åñëè ñïèíû àíòèïàðàëëåëüíû � ýíåðãèÿ ðàâíà −J . Òåìïåðàòóðàñèñòåìû T . Âû÷èñëèòü ñòàòñóììó.3.2 Î âû÷èñëåíèè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ è ñâÿçè ìåæ-äó ðàçëè÷íûìè àíñàìáëÿìè â ñòàò�èçèêåÏîñòàíîâêà çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè âñåãäà äîïîëíåíà ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü, â êîòîðîì ñëåäóåò ïðîâî-äèòü âû÷èñëåíèÿ.�åøèì çàäà÷ó, òåõíè÷åñêè ïîõîæóþ íà A5 è îòëè÷àþùóþñÿ îò íåå ëèøü àí-ñàìáëåì: ïîëó÷èì â ÌÊÀ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè ïîäñèñòåìû, ñî-ñòîÿùåé èç n ÷àñòèö. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî èç N èìåþùèõñÿ â àíñàì-áëå ÷àñòèö ìû �ïîêðàñèëè� n øòóê è íàìåðåíû òåïåðü èçó÷àòü ëèøü ñòàòèñòèêó�îêðàøåííûõ� ÷àñòèö.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÌÊÀ æåñòêî �èêñèðóåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû,òàê êàê �ëóêòóàöèè åå â äàííîì àíñàìáëå íåâîçìîæíû:

ρìêà =
1

Σ
δ

 

E −
N
X

i=1

p2
i

2m

!

,çäåñü Σ � ñòàòñóììà ñèñòåìû â ÌÊÀ, èãðàþùàÿ ðîëü íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿïåðåä �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.Èí�îðìàöèÿ î ÷àñòèöàõ ñ íîìåðàìè îò n + 1 äî N íàñ íå èíòåðåñóåò. Ñî-êðàùåíèå îïèñàíèÿ � óñðåäíåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýòèì ïåðåìåííûì �18



òåõíè÷åñêè îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî �íåèíòåðåñíûì� ïåðåìåííûì:
ρêà =

Z

d3pn+1 . . . d3pNρìêà =
1

Σ

Z

d3pn+1 . . . d3pNδ

 

E−H−
N
X

i=n+1

p2
i

2m

!

, (4)ãäå ââåäåíî H =
Pn

i=1 p2
i /(2m).Ìû èíòåðåñóåìñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî H . Äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü âñåâû÷èñëåíèÿ, îïóñêàÿ êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, íå çàâèñÿùèé îò H , âåäüïîëó÷åííûé îòâåò ρ(H) ëåãêî áóäåò íîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû R∞

0
ρ(H)dH = 1.Â âûðàæåíèè (4) ìíîãî èíòåãðàëîâ, íî òîëüêî îäíà δ-�óíêöèÿ; îíà ïîçâîëèòñíÿòü ëèøü îäèí èíòåãðàë. ×òîáû âû÷èñëåíèÿ áûëè ðàöèîíàëüíûìè, íóæíî ïî-ñòàðàòüñÿ, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ èíòåãðàëû íå îêàçàëèñü ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè. Äëÿýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð ~Z, ñîñòàâëåííûé èç äåêàðòîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ âñåõ âåê-òîðîâ ~pn+1 . . . ~pN . Âåêòîð ~Z èìååò 3(N − n) ñîñòàâëÿþùèõ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììàïîä çíàêîì δ-�óíêöèè â (4) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî (~Z)2/2m, à ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ� ïðîñòî 3(N −n)-ìåðíîå èíòåãðèðîâàíèå â Z-ïðîñòðàíñòâå. Ïåðåéäåì â 3(N −n)ìåðíûå ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

ρ(H) =
1

Σ

Z

d3(N−n) ~Zδ

 

E − H − Z2

2m

!

∼
Z

∞

0

dZZ3(N−n)−1δ

 

E − H − Z2

2m

!

,èíòåãðàëû ïî ìíîãîìåðíûì óãëîâûì ïåðåìåííûì äàþò ëèøü ìíîæèòåëü, íå çà-âèñÿùèé îò H , çà êîòîðûì ìû äîãîâîðèëèñü ïîêà íå ñëåäèòü; ïî òîé æå ïðè-÷èíå îïóùåí íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü Σ. Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
x = Z2/2m è ñíÿòèå èíòåãðàëà δ-�óíêöèåé ïðèâîäèò ê ρ(H) ∼ (E−H)3(N−n)/2−1.Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü ê ρ(H) íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü � è çàäà÷àðåøåíà. Çàìåòèì, ÷òî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé,êîãäà ðàçìåð ïîäñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 << n << N : â ýòîì ïðåäåëåèç ÌÊÀ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ðàñïðåäåëåíèå �èááñà â ÊÀ. Ïðîâåðèì ýòî:

ρ(H) ∼ (E − H)3(N−n)/2−1 ∼ (1 − H/E)3N/2 ∼ e(3N/2) ln(1−H/E)Âäîáàâîê, E >> H , òàê êàê ýíåðãèÿ ïîäñèñòåìû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåéñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü ëîãàðè�ì â ðÿä, îòáðîñèâ âñå âêëàäû, êðîìåîäíîãî: ρ(H) ∼ e−3NH/(2E). ×òîáû ïîëó÷èëîñü ðàñïðåäåëåíèå �èááñà, îñòàëîñüëèøü ââåñòè îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà E = 3NkT/2 (íà-ïîìíèì, ÷òî â ðàìêàõ ÌÊÀ ïîíÿòèå òåìïåðàòóðû èñõîäíî îòñóòñòâîâàëî: òåìïå-ðàòóðà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ýíåðãåòè÷åñêîãî îáìåíà ñèñòåìû ñ òåðìîñòàòîì,îäíàêî â ÌÊÀ ñèñòåìà èçîëèðîâàíà îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà).3.3 Îòâåòû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿA1. 4
p

kT/(πm).A2. 4kT/(πm)A3.
ρ(ǫ) =

2

(kT )3/2

r

ǫ

π
e−ǫ/kT .A4.

ρ(ǫ) =
1

2!ǫ

“ ǫ

kT

”3

e−ǫ/kT .19



Ïðèìå÷àíèå: Ñòàðòóåì ñ äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(~p1, ~p2). Çà-�èêñèðóåì çíà÷åíèå ñóììû ýíåðãèé äâóõ ìîëåêóë ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëÿ M ≡
δ(ǫ − p2

1/2m − p2
2/2m) è óñðåäíèì �óíêöèþ Mρ(~p1, ~p2) ïî �íåèíòåðåñíûì� ïåðå-ìåííûì p1 è p2, îñòàâèâ ëèøü çàâèñèìîñòü îò �èíòåðåñíîé� ïåðåìåííîé ǫ.A5.

ρ(ǫ) =
1

ǫΓ(3n/2)

“ ǫ

kT

”3n/2

e−ǫ/kT .A6.
ρ(P ) = (4πmkT )−3/2e−P2/4mkT .A7.

ρ(P ) =

„

5

24πmkT

«3/2

e−5P2/24mkT .A8. Ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè
ρ(∆E) ∼

 

1 +
N(∆E)3

2Ē3
+ O

„

N(∆E)4

Ē4

«

!

exp

„

−3N(∆E)2

4Ē2

«

.Ïðèìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å A5 íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñóì-ìå ýíåðãèé âñåõ ÷àñòèö E, âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî E = Ē + ∆E, ãäå ∆E << Ē.A9. √
2πmkT .A10.

ρ(V ) =
m2V 3

2(kT )2
e−mV 2/2kT .A11.

ρ(ǫ) =
ǫ

2(kT )2
e−ǫ/kT .A12. < ~V1 · ~V2 >= πkT/(2m).A13. π/4.A14.

Σðåë = exp

„

−15NkT

mc2

«

· Σíåðåë.A15. CV óìåíüøèòñÿ íà 20kT/(mc2) · 100%, Cp � íà 12kT/(mc2) · 100%, èõðàçíîñòü Cp − CV íå èçìåíèòñÿ. Çäåñü m � ìàññà ïîêîÿ ìîëåêóëû.A16. Ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè çíà÷åíèÿìè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ óìåíü-øèòñÿ íà 10kT/(mc2)·100%, ìàññà óâåëè÷èòñÿ íà 3kT/(2mc2)·100%, ãäå m � ìàññàïîêîÿ ìîëåêóëû.A17. Ñêîðîñòü çâóêà óâåëè÷èòñÿ íà 13kT/(2mc2) · 100% ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðå-ëÿòèâèñòñêèì çíà÷åíèåì.A18. NkT .A19. 3kT .A20.
ρ(ǫ) =

4e−ǫ/(kT )

3kT
√

π[1 − e−mgH/(kT )]

 

ǫ3/2 − (ǫ − mgH)3/2

(kT )3/2
· θ(ǫ − mgH)+

+
ǫ3/2

(kT )3/2
· θ(mgH − ǫ)

!

,çäåñü θ � òåòà-�óíêöèÿ Õåâèñàéäà.A21. 5kT/2. 20



A22. 4
p

kT/(πm).A23. Ñêîðîñòü çâóêà íå çàâèñèò îò âûñîòû.A24.
Σ ∼ (kT )2N exp

 

−Ne−wR2/2kT

r

2kT

πwR2

!

,ãäå R � ðàäèóñ ïëàíåòû, w ≡ mg0/R.A25. CV = 2Nk − Nk
p

2/πf3e−f2 , ãäå f ≡
p

mg0R/(kT ).A26. S = U(ln T + 1)/T + 
onst. Ïðèìå÷àíèå: Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè
T → 0 âûðàæåíèå S(T ) íå èäåò â íîëü íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè îáåçðàçìåðèâàþùåéêîíñòàíòû. Êàê æå ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òðåòüèì íà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè?A27. Σ = 2N
hN (µB/(kT )).A28. a = α2N2

a , b = Naβ, ãäå Na � ïîñòîÿííàÿ Àâîãàäðî, a è b � ïàðàìåòðûóðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà.A29. Ïðèìåðíî 430oK.A30.
< U2 >=

~ω

2C

th ~ω

2kT
.A31. < (E − Ē)2 >= kT 2CV .A32.
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